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摘　要:与Lie群上的简单力学控制系统不同,Lie群上的一般力学控制系统需要考虑势能在位形空间中的变化,故其

Lagrange算子不再是左不变的,这意味着根据定义Euler-Poincaré方程不能直接应用于此类系统。为此,本文首先建立

矩阵Lie群SE(3)上的一般力学控制系统的数学描述,重新定义Lagrange算子为左不变动能减势能;然后基于连续 La-

grange-d’Alembert法则推导得到了含有势能函数的Euler-Poincaré方程,用来刻画SE(3)上一般力学控制系统的动态;

最后给出了四旋翼无人直升机和无人飞艇建模的应用实例。
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　　力学系统或者更一般的 Lagrange系统在现

代科学与工业领域的应用中广泛存在。简单力学

控制系统是一类结构化的非线性控制系统,其关

键思想来源于几何力学[1],指的是系统的 La-

grange算子可表示成动能减势能[2],且若其位形

具有Lie群结构,则称为 Lie群上的简单力学系

统。由于简单力学系统具备一些特有的属性,如
对称性,可以简化控制律的设计。

Lie群上的简单力学控制系统[2]指的是位形

流形Q 具有矩阵Lie群结构,且动能和控制力在

群作用下为左不变的,其势能函数为零的一类简

单力学系统,其动力学特性可由 Euler-Poincaré
方程进行刻画。文献[3]提出了 Lie群SE(2)上
欠驱动系统的逆运动规划问题,不需要考虑势能

的影响。文献[4]和文献[5]均是研究一类Lie群

SE(3)上简单力学控制系统的运动问题,亦未涉

及势能影响和非保守力作用。然而像无人飞行

器、潜水器等这类一般力学控制系统,需要考虑位

形空间中势能函数的变化,以及非保守力(如气动

力)的作用。Nordkvist和Sanyal[6]给出了SE(3)
上含势能函数和非保守力作用的刚体运动方程,
但未给出证明过程,且所给出的转动和平动方程

相互独立,当刚体固连坐标系原点选在非质心位

置时,无法使用该动力学方程进 行 建 模。Lee
等[7]运用几何控制思想设计了四旋翼直升机

SE(3)上的全局控制律,避免了局部坐标的选择

和奇异值问题,但并未建立 Lie群SE(3)上力学

控制系统的一般运动方程。因此,建立矩阵 Lie
群SE(3)上一般力学控制系统的运动描述,探索

非线性流形内在的几何属性,能够为控制系统设

计和控制理论研究提供更加深入的见解。
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1　基本概念

给定一个力学系统,需要唯一确定其上所有

质点在惯性系中的位置。在几何力学中,用有限

维流形Q 中的元素来确定一个力学系统上所有

质点的位置,Q 称为位形空间。Q 的维数称为力

学系统的自由度,任意q∈Q 称为一个力学系统

的位形。若流形Q 与n 维欧式空间 n 局部微分

同胚,则可定义局部微分同胚映射χ:Q→ n 来建

立局部实数坐标系。
设n个自由度的力学系统所在位形空间是微

分流形Q,其维数为n。流形Q 的开子集U 上取

局部坐标 q1,q2,…,qn( ) ,称其为广义坐标,切向

量v= q̇1,̇q2,…,̇qn( )∈TqQ 称为广义速度,其中

TqQ 为流形Q 在q处的切空间。设该力学系统有

Lagrange函数Lq1,q2…,qn;̇q1,̇q2,…,̇qn( ) ,余切

向量p= ■L/■̇q1,■L/■̇q2,…,■L/■̇qn( ) ∈T∗
q (Q)

称为广义动量,或者T∗
q (Q)的元素亦可视为广义

力,其中T∗
q (Q)为TqQ 在q处的余切空间。力

学系统的动能是Q 上的一个黎曼度量≪·,·≫q:

TqQ×TqQ→ ,使得TqQ 成为一个内积空间,定
义惯性张量 q:Tq(Q)→T∗

q (Q)满足≪v,v≫q=
< q(v),v>,其中<·,·>表示内积。若将速度

矢量表示在实数域 n 中,则惯性张量可由n×n
维正定矩阵M(q)表示。

2　Lie群上一般力学控制系统的定义

定义1　受迫简单力学控制系统[2]由以下6
点定义:①具有n维位形流形Q,其局部坐标为

q1,q2,…,qn( ) ;② 存 在 流 形 Q 上 的 黎 曼 度 量

Mq:TQ×TQ→ 描述动能;③存在函数Π:Q →
描述势能;④存在映射B:TQ→T∗Q 描述力学

系统上非保守力作用;⑤存在m 维联合分布F=
span{F1(q),F2(q),…,Fm(q)}描述输入方向;⑥
存在 紧 集 U 和 有 界 可 测 控 制 输 入 集 合u =
u1,u2,…,um{ }∈U 。

简单力学控制系统的 Lagrange函数可表

示为

L q,̇q( )=q̇TM q( )̇q/2-Π q( )

则刻画简单力学控制系统动态过程的 Euler-La-
grange方程为

d
dt

■L
■̇q-■L

■q =B q,̇q( )+∑
m

i=1
Fi q( )ui (1)

对于简单的Lagrange系统来说,项Bq,̇q( ) 一

致为零,然而像飞行器这一类力学控制系统,会受

到气动力等非保守力的作用,故一般力学控制系

统的动力学描述需要考虑非保守力项,以方便处

理飞行器的建模问题。

记g表示Lie代数,g∗ 表示对偶Lie代数,利
用这种Lie群结构往往可以大大简化系统的运动

方程,如将动力学方程表示在体坐标系当中[8]。

对于矩阵Lie群上力学控制系统势能函数不

为零的情况[4],由定义2进行描述。

定义2　Lie群上的一般力学控制系统 可由

以下5点进行刻画:①存在n维矩阵 Lie群G 作

为系统 位形流形;②存在惯性张量 :g→g∗ 来定

义系统的动能;③存在势能函数Π:G→ ;④存在

映射b:G×g→g∗ 描述非保守力的作用,并且表示

在体坐标系中;⑤存在体坐标系下的1-形式集合

{f1,f2,…,fm }∈g∗ 和 有 界 可 测 输 入 集 合

u1,u2,…,um{ } ,定义输入广义力f(t)=∑
m

i=1
fiui ,

并且表示在体坐标系中。
评论1　考虑三维欧氏空间刚体运动问题,

需引入参考坐标系 和 ,分别固定于空间中的

某一点和刚体上的某一点,通常系 和系 具有

相同的朝向,空间刚体的位置和姿态由系 相对

于系 的关系确定。在飞行力学当中,系 和系

分别称之为惯性系和体坐标系。

3　Euler-Poincaré方程

Lagrange力学基于对 Newton方程力平衡定

律背后变分法则的观察而产生[9],故在获得Euler-
Poincaré方程之前,先给出变分的标准定义。

定义3　记Q为一流形,q:[a,b]→Q,a,b∈
,b>a为流形Q 上的一光滑曲线。曲线q的

变分为一光滑映射(t,ε) qε(t)∈Q,ε∈[c,d],

d>0,c<0,且满足

①q0(t)=q(t)。

②qε(a)=q(a),qε b( )=qb( ),∀ε∈ [c,d]。

则相应的极小变分为
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δq(t)= d
dε ε=0

qε(t)∈Tq(t)Q

对于光滑函数L:TQ → ,泛函

Iq( )=∫
b

a
L q̇(t)( )dt

的变分为

δ∫
b

a
L q̇(t)( )dt= d

dε ε=0∫
b

a
L q̇ε(t)( )dt

L的泛函导数δL/δq:TQ →T∗Q是关于idQ:

Q→Q的丛映射。如果泛函导数存在的话,其定义为

δ∫
b

a
L q̇(t)( )dt=∫

b

a

δL
δq q̇(t)( )·δq(t)dt

定义4　记Q为一流形,q:[a,b]→Q,a,b∈
,b>a为流形Q 上的一条光滑曲线,F:[a,b]×

TQ→T∗Q 为关于idQ 的丛映射。若对于q(t)的

每个变分qε(t)所对应的极小变分有

δ∫
b

a
L q̇(t)( )dt+∫

b

a
F t,̇q(t)( )·δq(t)dt=0

则称q(t)满足Lagrange-d’Alembert法则。
若Lagrange算子L:TG → 满足

L g,̇g( )=L h g( ),Tg h ġ( )( ),∀g,h∈G
式中:̇g ∈TgG, h:G →G 为左平移映射,满足

h g( )=hg 。则称L 为左不变的。对于左不变

Lagrange算子及矩阵Lie群,有

L g,̇g( )=L g-1 g( ),Tg g-1 ġ( )( )=
Le,g-1̇g( )=Le,ξ( )=∶lξ( ) (2)

式中:ξ∶=g-1̇g∈g;l为L 到g的限制。
当位形空间为一 Lie群且 Lagrange算子为

左不变时,Lagrange方程等价于 Euler-Poincaré
方程,由定理1[5]阐述。

定理1(Euler-Poincaré方程)　记G 为一矩

阵Lie群,L:TG→ 为左不变Lagrange算子,l
为L到g的限制。对于曲线g(t)∈G ,定义曲线

ξ(t)∈g为

ξ(t)=g-1(t)̇g(t) (3)
记F: ×G →T∗G 为

F(t,g)=T∗
g g-1f(t)= (g-1)Tf(t)

式中:f(t)∈g∗ 为表示在体坐标系中的力。则

g(t)满足Lagrange-d’Alembert法则的充分必要

条件为ξ(t)满足Euler-Poincaré方程

d
dt

δl
δξ

=ad∗
ξ

δl
δξ

+f(t) (4)

式中:ad∗
ξ 矩阵表示为adξ 矩阵表示的转置;adξ

为李括号算子。
评论2　式(3)刻画的是系统的运动学,而式

(4)刻画的是系统动力学。

4　Lie群上一般力学控制系统的运动描述

4.1　运动学描述

记R∈ 3×3来描述空间刚体的姿态,考虑到

方向余弦矩阵满足性质RRT=I和detR( ) =1,
故方向余弦矩阵的集合通常记为SO 3( )。在矩

阵乘法运算下SO 3( ) ∈ 3×3是一个群,称做 3

上的旋转变换群。SO 3( )的Lie代数记为so(3),
可用如下形式的3×3反对称矩阵表示:

χ̂=

　0 -χ3 　χ2

　χ3 　0 -χ1

-χ2 　χ1 　0

é

ë

ù

û

,

∀χ= χ1　χ2　χ3[ ]
T ∈ 3 (5)

其Lie括号结构为

[̂ω1,̂ω2]=ω̂1̂ω2 -ω̂2̂ω1 =

(ω1 ×ω2

〈

),ω1,ω2 ∈ 3

故ω ω̂ 是Lie代数( 3,×)与Lie代数(so(3),
[·,·])之间的一个Lie代数同构。

记p∈ 3 来描述空间刚体的位置,把 3 和

SO 3( )的半直积[10]空间称为刚体的位形空间,记
为SE 3( )

[6]。与SO 3( )类似,在矩阵乘法运算下

SE 3( ) 为一 般 线 性 群 GL( 4)的 Lie 子 群,

SE 3( ) 的Lie代数记为se(3),可用如下形式的

4×4维矩阵表示:

ξ̂=
ω̂ v
0 0

é

ë

ù

û

式中:̂ω∈so(3);v∈ 3。其Lie括号结构为

[̂ξ1,̂ξ2]=ξ̂1̂ξ2 -̂ξ2̂ξ1 =
　ω1 ×ω2

〈

ω1 ×v2 -ω2 ×v1

0 0

é

ë

ù

û

矢量空间se(3)通过映射ξ̂ ξ= ω,v( )∈ 6 与
6 同构。

若刚体的位形空间为 SE 3( ),并记ω∈ 3

和v∈ 3 分别为刚体角速度和线速度,且表示在

体坐标系中,得微分同胚 TSE(3)≃SE(3)×

se(3)。由式(3)可得描述空间刚体平动和转动的

运动学方程为
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Ṙ =R̂ω
ṗ=Rv{ (6)

4.2　动力学描述

Euler-Poincaré方程(式4)能够刻画左不变

系统的动态,如Lie群上的简单力学控制系统,然
而当需要考虑系统的势能变化时,系统的 La-
grange算子不再是左不变的,因此不能够如式

(2)那样定义lξ( ) ,也就意味着不能直接应用

Euler-Poincaré方程来描述此类系统,但是仍然

可以用势能和左不变动能来处理并获得相应的方

程,即L=lξ( )-Π g( ) 。
命题1　记Π p,R( ):SE 3( ) → 表示势能

映射,定义内积为迹配对 〈·,·〉: n×m× n×m ,即
〈A,B〉=tr(ATB)。即M 为质量矩阵,J为惯性

矩阵,R∈SO(3)为方向余弦矩阵,p∈ 3 为空间

刚体质心位置在惯性系中的表示,ω 和v 分别表

示空间刚体的转动和平动,且表示在体坐标系中,
则空间刚体的动力学方程为

Ṁv=-̂ωMv + p,R( ) +b+T
J̇ω=-̂ωJω-̂vMv + p,R( ) +β+τ{ (7)

式中:b和β分别为非保守力和力矩;T 和τ 分别

为控制力和力矩; , ∈ 为

=-RT ■Π
■p

= ■Π
■R

æ

è

ö

ø

T

R-RT ■Π
■R

æ

è

ö

ø

ì

î

í (8)

证明　SE3( )上刚体运动的Lagrange算子为

L p,v,R,ω( )= 1
2

〈Mv,v〉+

1
2

〈Jω,ω〉-Π p,R( ) (9)

系统的动态满足连续Lagrange-d’Alembert法则

δ∫
b

a
L p,v,R,ω( )dt+

∫
b

a
〈b,γ〉+〈β,Σ〉+〈T,γ〉+〈τ,Σ〉( )dt=0

(10)
式中:γ=R-1δp ;̂Σ =R-1δR。对运动学方程

(式(6))求变分可得

δω̂ =δR-1̇R( )=-R-1 δR( )R-1̇R+
R-1 δ̇R( )=-Σ̂̂ω+R-1 δ̇R( ) (11)

δv=-R-1 δR( )R-1̇p+R-1 δ̇p( )=
-Σ̂v+R-1 δ̇p( ) (12)

注意到

Σ̂
·

=-R-1̇RR-1 δR( )+R-1 δ̇R( )=
-ω̂̂Σ+R-1 δ̇R( ) (13)

γ̇=-R-1̇RR-1 δp( )+R-1 δ̇p( )=
-̂ωγ+R-1 δ̇p( ) (14)

联系式(11)和式(13)可得

δω̂ =-Σ̂̂ω+Σ̂
·

+ω̂̂Σ =Σ̂
·

+ ω̂,̂Σ[ ] (15)
即δω =Σ̇+ω̂Σ 。联立式(12)和式(14)可得

δv=γ̇+ω̂γ+̂vΣ (16)
有

δ∫
b

a
L p,v,R,ω( )dt=δ∫

b

a

1
2

〈Mv,v〉+[
1
2

〈Jω,ω〉-Π p,R( ) ]dt=

∫
b

a
〈Mv,δv〉+〈Jω,δω〉-〈■Π■p,δp〉-

é

ë

〈■Π■R,δR〉ù

û
dt=

∫
b

a

é

ë

〈Mv,̇γ+ω̂γ+̂vΣ〉+〈Jω,̇Σ+ω̂Σ〉-

〈■Π■p,Rγ〉-〈■Π■R,R̂Σ〉ù

û
dt=

∫
b

a 〈-Ṁv-ω̂Mv-RT ■Π
■p

,γ〉-
é

ë

1
2〈J̇ω+ω̂Jω +̂vMv( )+2RT ■Π

■R
,̂Σ〉ù

û
dt

(17)
式(17)推导中用到了如下关系式:

〈a,b〉= 1
2

〈̂a,̂b〉,∀a,b∈ 3

考虑到γ和Σ 的任意性以及Σ̂ 的斜对称性,将式

(17)代入式(10)易得式(7)。证毕。
评论3　命题1式(7)给出了空间刚体的平

动和转动方程,其依赖于体坐标系的选择,在选择

非质心位置时,平动和转动不再相互独立,不能用

式(7)描述刚体动力学特性。
评论4　当M =mI3 时,式(7)的第2个表达

式可化简为J̇ω =-ω̂Jω+ p,R( )+β+τ,此
时式(7)等价于 Newton-Euler方程[11]。

命题2(含势能函数的Euler-Poincaré方程)
记 (G,,Π,b,f)表示如定义2所述的力学

控制系统,G 为一矩阵 Lie群,g(t)∈G ,曲线

ξ(t)∈g满足ġ =gξ,泛函L =lξ( )-Π g( ) 为

Lagrange算子,l(ξ)=〈ξ,ξ〉/2为左不变动能,
那么该系统的运动方程为

ġ=gξ (18)
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ξ̇=ad∗
ξ ξ-g∗dΠ+b(g,ξ)+f (19)

证明　系统 (G,,f)的Lagrange函数为

L=l(ξ)-Π(g)=1
2

〈ξ,ξ〉-Π(g)

式中:lξ( ) 为左不变动能,且

δl
δξ

=■l
■ξ

= ξ (20)

记g(t)的变分为gε(t),则ξε(t)=g-1
ε (t)̇gε(t)

为ξ(t)的变分,而g(t)和ξ(t)的极小变分分

别为

δg(t)=d
dε ε=0

gε(t)∈Tg(t)G

δξ(t)=d
dε ε=0

ξε(t)∈g

ì

î

í

定义η(t)=g-1(t)δg(t)∈g,则有

δξ(t)-̇η(t)= d
dε ε=0

g-1
ε (t)̇gε(t)[ ]-

d
dtg-1(t)d

dε ε=0
gε(t)[ ]=adξ(t)η(t)

即δξ(t)=adξ(t)η(t)+̇η(t),其中η(t)在端点处

取零。因为F·δg=f·g-1(t)δg(t)=f·η,故

Lagrange-d’Alembert方程等价于

　δ∫
b

a
L g,ξ( )dt+∫

b

a
f+b( )·η(t)dt=0 (21)

运用变分δξ(t)和η(t)的特性,有

δ∫
b

a
L g,ξ( )dt=δ∫

b

a
lξ( )dt-δ∫

b

a
Π g( )dt=

∫
b

a

δl
δξ

·δξ(t)dt-∫
b

a

δΠ
δg

·δg(t)dt=

∫
b

a

δl
δξη̇(t)+adξ(t)η(t)( )dt-∫

b

a

δΠ
δg

·gη(t)dt=

∫
b

a

δl
δξη̇

(t)+δl
δξ

adξ(t)η(t)æ

è

ö

ø
dt-

∫
b

a
g∗ δΠ

δgη
(t)æ

è

ö

ø
dt=

∫
b

a
- d

dt
δl
δξη

(t)+ad∗
ξ(t)

δl
δξη

(t)æ

è

ö

ø
dt+

δl
δξη

(t)[ ]
b

a
-∫

b

a
g∗ δΠ

δgη
(t)æ

è

ö

ø
dt=

　∫
b

a
- d

dt
δl
δξ

+ad∗
ξ(t)

δl
δξ

-g∗ δΠ
δg

æ

è

ö

øη
(t)dt (22)

记余向量dΠ=δΠ
δg∈T∗G ,并将式(20)和式(22)

代入式(21)可得式(19)。
评论5　式(19)形式紧凑简单,更具一般性,

且不依赖于局部坐标系的选择。

5　应用实例

地表惯性系 (Oexeyeze)(或称惯性系)的
原点Oe 固定在地面某一点,Oexe 处于地面内指

向飞行航向,Oeze 垂直于地面指向地心,Oeye 垂

直于平面Oexeze ,其指向满足右手定则。
体坐标系 (Oxyz)(或称固连坐标系)的原

点O 固定在无人飞行器上的某一点(如质心或形

心),Ox 在飞行器的对称平面内并平行于飞行器

的设计轴线指向前进方向,Oy 垂直于飞行器对

称平面指向右方,Oz 在飞行器的对称平面内与

Ox 垂直指向机身下方。

5.1　四旋翼无人直升机建模

四旋翼无人直升机体坐标系 的坐标原点O选

在四旋翼的质心,其位形空间可由SE3( ) 群上的元

素g表示,由式(6)可得四旋翼直升机的运动学方程

Ṙ =R̂ω
ṗ=Rv{

式中:R∈SO(3)为方向余弦矩阵;p 为四旋翼直

升机体坐标系 原点位置矢量在惯性系中的表

示;ω 和v分别为其角速度和线速度,均表示在体

坐标系 中。
四旋翼直升机的动能可表示为

K = 1
2ωTJω+1

2mvTv

则惯性张量为 =diag{J,mI3};而四旋翼直升机

的势能为Π=-m■gpTe3 ,其中e3= 0　0　1[ ]T,
利用式(8)可知

=-RT ■Π
■p=RTm■ge3, =0

式中:■g为重力加速度。故由式(7)可得四旋翼直

升机的动力学方程为

J̇ω =-ω×Jω+βg,ξ( )+τu( )

ṁv=-ω×mv+m■gRTe3 +bg,ξ( )+Tu( ){
式中:βg,ξ( ) 和b g,ξ( ) 分别为非保守力矩和力

(包括气动和陀螺效应)[7,12-13];τu( ) 和T u( ) 分

别为4个螺旋桨产生的控制力矩和总推力。

5.2　高空无人飞艇建模

考虑到高空飞艇质心位置常常随负载或飞行

任务不同发生较大变化,而形心(浮心)位置相对
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不变,故系 的原点O 选在飞艇的形心。考虑到

命题1要求系 原点O 选在系统的质心位置,无
法应用于飞艇建模,可选择命题2所给出的更一

般的动力学方程对飞艇进行建模。
根据定义2,高空无人飞艇属于矩阵 Lie群

SE 3( )上的一般力学控制系统,则g∈SE(3)的矩

阵表示为

g=
R p
0 1

é

ë

ù

û

式中:p∈ 3 为飞艇系 原点位置矢量在惯性系

中的表示。

ξ̂∈se(3)的矩阵表示为

ξ̂=
ω̂ v
0 0

é

ë

ù

û

式中:ω 和v 分别为飞艇的角速度和艇系 原点

O 线速度,均表示在系 中。由式(18)可得飞艇

的运动学方程,即
Ṙ =R̂ω
ṗ=Rv{

记vC ∈ 3 为飞艇质心C的线速度,JC 为飞

艇关于质心的惯性矩阵并表示在系 中,r∈ 3

为质心在系 中的位置矢量,则飞艇的动能为

K=1
2

〈mvC,vC〉+1
2

〈JCω,ω〉=

1
2m(v+̂ωr)T(v+̂ωr)+1

2ωTJCω=

1
2

[ω　v] J m̂r
-m̂r mI3

é

ë

ù

û

ω
v
é

ë

ù

û
=1

2
〈ξ,ξ〉

式中:J≜JC-m(rTrI3-rrT)为飞艇关于形心O
的惯性矩阵。

飞艇的势能为

Π=- m-ρV( )■g〈p,e3〉-m■g〈r,RTe3〉
由式(8)可得

=-RT ■Π
■p=- m-ρV( )■gRTe3

= ■Π
■R

æ

è

ö

ø

T

R-RT ■Π
■R

æ

è

ö

ø
=

　　-m■greT
3R + m■gRTe3rT

ì

î

í

故有

=-m■g rRTe3( )T - RTe3( )r[ ] ∨ =
-m■gr× RTe3( )

式中:符号 ∨ 为符号 ∧ 的逆运算。
在矩阵乘法运算下,伴随算子可写成

adξ =
ω̂ 0
v̂ ω̂

é

ë

ù

û
,ad∗

ξ =adT
ξ =

-ω̂ -̂v
　0 -ω̂

é

ë

ù

û

则由式(19)可得飞艇的动力学方程为

J m̂r
-m̂r mI3

é

ë

ù

û

ω̇
v̇

é

ë

ù

û
=-

ω̂ v̂
0 ω̂

é

ë

ù

û

J m̂r
-m̂r mI3

é

ë

ù

û
·

ω
v

é

ë

ù

û
+

m-ρV( )■g
m■ĝr

é

ë

ù

û
RTe3 +

β
b
é

ë

ù

û
+

τ
T

é

ë

ù

û

式中:β和b分别为非保守力矩和力(包括气动和

附加惯性力)[14-16];τ和T 分别为舵和螺旋桨产生

的控制力矩和总推力。

6　结　论

基于几何力学中关于一类简单力学控制系统

(即Lagrange算子L=lξ( ) 为左不变的)的Eul-
er-Poincaré方程,针对一类不属于左不变力学系

统的动力学描述问题,给出了关于矩阵 Lie群

SE 3( )上一般力学控制系统的数学定义,并推导

了适用于描述此类系统的动力学方程,特点如下:
1)具有矩阵 Lie群结构的力学控制系统运

动方程简单,且表示在体坐标系中。
2)含势能函数的 Euler-Poincaré方程描述

具有全局性,不依赖于局部坐标的选择。
3)对于受到非保守力及势能影响的无人飞

行器等力学控制系统,均可采用文中的命题结论

直接获得系统的动力学描述。
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Abstract:UnlikesimplemechanicalcontrolsystemsonaLiegroup,ageneralmechanicalcontrolsystemonaLiegroupin-
cludesavariablepotentialinconfigurationspace,whichmakesitimpossiblefortheLagrangianofsuchasystemtobeleft-
invariant.Thismeans,bydefinition,thattheEuler-Poincaréequationcannotbeapplieddirectlytosuchasystem.Thispa-
perfirstintroducesthemathematicaldefinitionsofageneralmechanicalcontrolsystemonmatrixLiegroupSE(3).Second-
ly,byredefiningtheLagrangianofleft-invariantkinematicenergyminuspotentialenergy,amodifiedEuler-Poincaréequation
involvingapotentialfunctionisdeducedandobtainedbasedonthecontinuousLagrange-d’Alembertprincipletodescribethe
dynamicsofthegeneralmechanicalcontrolsystemsonSE(3).Finally,twoapplicationsofmodelinganunmannedquadrotor
andanunmannedairshiparepresentedtoverifytheproposedapproach.
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