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基于四线性分解的双基地 MIMO雷达的角度和
多普勒频率联合估计

李建峰,张小飞∗

南京航空航天大学 电子信息工程学院,江苏 南京　210016

摘　要:研究双基地多输入多输出(Multiple-inputMultiple-output,MIMO)雷达中的角度和多普勒频率联合估计问题,

提出了一种基于四线性分解(QuadrilinearDecomposition)的离开角(DirectionofDeparture,DOD)、波达角(Directionof
Arrival,DOA)和多普勒频率的联合估计算法。通过对接收端匹配滤波器的输出进行延迟操作,得到符合四线性模型的

数据,根据四线性交替最小二乘(QuadrilinearAlternatingLeastSquares,QALS)进行迭代,得到方向矩阵和多普勒频率

矩阵的估计,进而得到角度和频率的估计。该算法无需谱峰搜索,无需知道反射系数,可实现角度和频率的自动配对,且
能用于非均匀阵,该算法的角度估计性能优于多维 ESPRIT 方法和三线性交替最小二乘(TrilinearAlternatingLeast
Squares,TALS)方法。论文分析了所提算法复杂度,并推导了克拉美-罗界(Cramer-Raobound,CRB)。仿真结果验证

了该算法的有效性。

关键词:MIMO 雷达;四线性分解;联合估计;多普勒频率;最小二乘

中图分类号:V243.2　　　文献标识码:A

　　多输入多输出(Multiple-inputMultiple-out-
put,MIMO)雷达用多个天线同时发射信号,用
多个天线接收反射回的信号,跟传统相控阵雷达

相比,有很多优点[1-4]。相比单个发射天线,MI-
MO雷达拥有更多的自由度,可以克服衰落效应,
增强参数识别能力,提高空间分辨率和目标侦测

性能[5-8]。目前 MIMO雷达中已经有很多离开角

(DirectionofDeparture,DOD)和波达角(Direc-
tionofArrival,DOA)估计算法,包括借助旋转

不变技术的信号参数估计(EstimationofSignal
Parameters via Rotational Invariance Tech-
niques,ESPRIT)方法[9]、Capon方法[10]、多重信

号分类 (MultipleSignalClassification,MUSIC)

方法[11]、平行因子(ParallelFactor,PF)算法[12]

以及自适应平行因子方法[13]等。以上算法都可

实现对目标DOD和DOA的联合估计,但未考虑

多普勒频率联合估计。文献[14]利用接收阵列和

发射阵列阵元之间的空间相位差及时域延迟之间

的时间相位差,提取旋转不变因子,实现了目标的

DOD、DOA和多普勒频率的联合估计,但其要求

阵列 是 均 匀 线 阵;文 献 [15]中 提 出 一 种 基 于

PARAFAC三线性交替最小二乘(TrilinearAl-
ternatingLeastSquares,TALS)的 DOD、DOA
和多普勒频率的联合估计算法,适用于非均匀阵,
且无需时域延迟,但其需要已知反射系数,不符合

实际应用。



　李建峰等:基于四线性分解的双基地 MIMO雷达的角度和多普勒频率联合估计 1475　

本文中,利用同样的数据模型,构造出具有四

线性模型的接收数据,并据此进行四线性交替最

小二乘(QuadrilinearAlternatingLeastSquares,

QALS),得到方向矩阵和多普勒频率矩阵的估

计,进而得到角度和频率的估计。该算法是迭代

算法,不需要特征值分解或奇异值分解,无需谱峰

搜索,不需要参数配对,可实现角度和频率的自动

配对,且适用于非均匀阵列,算法的角度估计性能

优于多维ESPRIT方法[14]和 TALS方法[15]。

1　双基地 MIMO雷达时空数据模型

双基地 MIMO 雷达中,研究发射阵列为 M
元的线阵,其分布于y 轴,以第1阵元为参考阵

元,第 m 阵 元 与 其 之 间 的 距 离 设 为

dM
m m =2,3,…,M( ) ;接收阵列为 N 元的线阵,

也分布于y轴,第n阵元和第1阵元的距离设为

dN
n n=2,3,…,N( ) 。假设有 K 个不相关的目

标,发射阵列发射不同的正交编码脉冲信号,在第

t(t=1,2,…,J)个脉冲下,接收端匹配滤波器的

输出为

x(t)= [ar(ϕ1)⊗at(θ1)　ar(ϕ2)⊗at(θ2)　…

ar(ϕK)⊗at(θK)]b(t)+n(t) (1)
式中:θk、ϕk(k=1,2,…,k)分别为第k个目标对

应于 发 射 阵 列 的 DOD 和 对 应 于 接 收 阵 列 的

DOA;b(t)= [b1(t)　b2(t)　…　bK(t)]T ∈
CK×1 ,bk(t)=βkej2πfkt/fr ,fk 为多普勒频移,fr为

脉冲重复频率,βk 为反射幅度,假设βk 在一次脉

冲处理之间保持不变;n(t)是 MN ×1的高斯噪

声 向 量,均 值 为 0,协 方 差 矩 阵 为 σ2IMN ;

ar ϕk( ) ⊗at θk( ) 为对应于第k个目标的发射方向

矢量和接收方向矢量的 Kronecker积,其中

ar ϕk( )= [1　exp -j2πdN
2/λsinϕk( )　…

exp -j2πdN
N/λsinϕk( )]T (2a)

at θk( )= [1　exp -j2πdM
2/λsinθk( )　…

exp -j2πdM
M/λsinθk( )]T (2b)

式中:λ为波长。
定 义 A = [ar(ϕ1) ⊗ at(θ1)　ar(ϕ2) ⊗

at(θ2)　…　ar(ϕK)⊗at(θK)],则x(t)=Ab(t)+
n(t)。考虑对接收数据进行延迟,如图1所示,假
设在延迟内,ar ϕk( )、at θk( ) 及反射幅度保持不

变,则接收数据为

xp(t)=Abt+pτ( )+nt+pτ( )=

AΦpb(t)+np(t) (3)
式中:Φp =diag(ej2πpτf1/fr,ej2πpτf2/fr,…,ej2πpτfK/fr);

np(t)=nt+pτ( ) ;p=1,2,…,P,P 为延迟

级数。

图1　多个延迟的接收信号

Fig.1　Receivedsignalwithmultipledelays
　

假设有J 个脉冲,将J 个脉冲下的输出、噪
声以及它们的延迟写为矩阵形式:

X0 = [x(1)　x(2)　…　x(J)]

N0 = [n(1)　n(2)　…　n(J)]

X1 = [x1(1)　x1(2)　…　x1(J)]

N1 = [n1(1)　n1(2)　…　n1(J)]

　　　　　　　 ︙

XP-1 = [xP-1(1)　xP-1(2)　…　xP-1(J)]

NP-1 = [nP-1(1)　nP-1(2)　…　nP-1(J)]

ì

î

í

(4)
则有

Xp =

AtD1(Ar)Dp+1(Φ)

AtD2(Ar)Dp+1(Φ)
︙

AtDN(Ar)Dp+1(Φ)

é

ë

ù

û

B+Np (5)

Φ=

1 1 … 1
ej2πτf1/fr ej2πτf2/fr … ej2πτfK/fr

︙ ︙ ︙

ej2π(P-1)τf1/fr ej2π(P-1)τf2/fr … ej2π(P-1)τfK/fr

é

ë

ù

û

(6)
式中:Dn ·( ) 为取矩阵第n行构成的一对角矩阵;

At=[at(θ1)　at(θ2)　…　at(θK)]∈CM×K 为发射

方向矩阵;Ar=[ar(ϕ1)　ar(ϕ2)　…　ar(ϕK)]∈
CN×K为接收方向矩阵;B=[b 1( ) 　b 2( ) 　…　b
J( )]。式(5)可以看成是四线性模型的某一方向

的切片形式。
输出数据为
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X =

X0

X1

︙

XP-1

é

ë

ù

û

= Φ☉Ar☉At( )B+Nx (7)

式中:☉ 表示 Khatri-Rao积;Nx=[NT
0　NT

1　…

NT
P-1]T。

2　基于PARAFAC四线性分解的联合估

计算法

2.1　平行因子四线性模型的形成

将式(7)中的N×P 个切片积累成M ×N×
P×J的四维数据矩阵■X ,则该四维矩阵的元素

有以下形式:

xn,m,p,j = ∑
K

k=1
bk,jψp,kat

m,kar
n,k+nn,m,p,j

(n=1,2,…,N;m =1,2,…,M;

p=1,2,…,P;j=1,2,…,J) (8)
式中:at

m,k为At 矩阵中第 (m,k)个元素;ar
n,k为Ar

矩阵中第 (n,k)个元素;ψp,k 为矩阵Φ 中第 (p,

k)个元素;bk,j 为B 中第 (k,j)个元素;nn,m,p,j 形

成了四维噪声数据矩阵 ■N。式(8)称为四线性模

型,其他3种切片形式为

Ym,n =BTDn(Ar)Dm(At)ΦT +Nm,n (9)

Zj,n =ΦDj(BT)Dn(Ar)AT
t +Nj,n (10)

Up,j =AtDp(Φ)Dj(BT)AT
r +Np,j (11)

式中:m、n、j、p的取值同式(8)。根据式(7),将式

(9)、式(10)和式(11)表示成NMJ×P的矩阵Y、

NJP×M 的矩阵Z 和MJP×N 的矩阵U ,则有

Y = (At☉Ar☉BT)ΦT +Ny (12)

Z=(Ar☉BT☉Φ)AT
t +Nz (13)

U =(BT☉Φ☉At)AT
r +Nu (14)

2.2　平行因子四线性模型的分解

先说明平行因子四线性分解的唯一性。
定义1[16]　对于给定的矩阵A∈CI×F ,当且

仅当A包含至少r个但不包含r+1个线性独立

的列时,A的秩为rA =rank(A)=r。如果矩阵

A的任意k列独立,则A的k秩kA =k,矩阵k秩

比矩阵秩的要求更为严格,且kA ≤rA 。当矩阵A
列满秩时,kA =rA 。

定理1[16]　X 的定义如式(8),如果矩阵Ar、

At、Φ 和BT 的k秩满足式(15)的条件,则Ar、At、

Φ 和BT 对于列交换和(复数)尺度变换是唯一的,
即Ar、At、Φ 和BT 可唯一确定。

kAr +kAt +kΦ +kBT ≥2K+3 (15)
式中:Ar、At、Φ 都 是 列 满 秩 的 矩 阵,即 kAt =
kAr =K ,kΦ = min(P,K),kBT = min(J,K),
考虑多信源多快拍情况,即K ≥2,J≥2,kAr+
kAt+kΦ+kBT ≥2K+3,满足定理1,■X 的k秩分

解具有唯一性。一般来说,J≥K ,P≥K ,如果

J<K 且P <K ,则kBT =J,kΦ =P ,只要J+
P ≥3就满足定理1,即该算法在小样本,少延迟

下也能较好工作。
本文采用 QALS算法对上述平行因子模型

进行拟合。迭代过程中的代价函数为

min
Ar,At,B,Φ

X-(Φ☉Ar☉At)B F (16)

给定Ar、At、Φ ,则B的最小二乘解为

B̂ = (Φ☉Ar☉At)[ ]†X (17)
同样利用式(12),给定B、At 和Ar ,则Φ 的最小

二乘解为

Φ̂T = (At☉Ar☉BT)[ ]†Y (18)
同样利用式(13),给定Ar、Φ 和B ,则At 的最小

二乘解为

ÂT
t= Ar☉BT☉Φ[ ]†Z (19)

同样利用式(14),给定B、At 和Φ ,则Ar 的最小

二乘解为

ÂT
r= BT☉Φ☉At[ ]†U (20)

利用上述方法,每次更新一个矩阵,本次更新

的矩阵立刻参与下一个矩阵的求解,直至算法收

敛。估计出的Ât =AtΠΔ1+Nt ,̂Ar =ArΠΔ2+
Nr ,̂Φ=ΦΠΔ3+NΦ ,̂B=BΠΔ4+NB ,其中Π是

交换矩阵,Δ为尺度模糊矩阵,满足Δ1Δ2Δ3Δ4 =
I,Nt 、Nr 、NΦ 和NB 分别指所估计的误差矩阵,
它们含有目标的角度和多普勒频率信息。根据

PARAFAC模型的唯一性定理可知,Ar、At、Φ 矩

阵的估计值均有相同的列交换矩阵,自然实现了

角度和多普勒频率的配对。

2.3　多普勒频率和角度估计

上述算法结束后,得到时延矩阵Φ 的估计值

Φ̂ ,设矩阵Φ̂ 的第k 列为ĝ(fk)。对其取相角可

以得到:
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ĥ=angle(̂g(fk))=
　[0　2πτfk/fr　…　2π(P-1)τfk/fr]T (21)
式中:angle(·)表示取元素的相角运算,令

P1 =

1 0
1 2πτ/fr

1 2π·2τ/fr

︙ ︙
1 2π(P-1)τ/fr

é

ë

ù

û

,　bt =
b0

fk

é

ë

ù

û

则

P1bt =ĥ (22)

fk 的最小二乘结果为

b̂0

f̂k

é

ë

ù

û
= (PT

1P1)-1PT
1̂h (23)

根据式(21)~式(23),可依次得到K 个多普勒频

率的估计。
同样可得到方向估计矩阵Âr ,̂At ,它们的第

k列为âr ϕk( ) 和ât θk( ) ,对它们取相位角得到:

ĝ1 =-angle(̂ar(ϕk))=
[0　2πdN

2/λsinϕk　…　2πdN
N/λsinϕk]T

(24)

ĝ2 =-angle(̂at(θk))=
[0　2πdM

2/λsinθk　…　2πdM
M/λsinθk]T

(25)
令

P2 =

1 0
1 2πdN

2/λ
︙ ︙

1 2πdN
N/λ

é

ë

ù

û

,cr =
c0

c1

é

ë

ù

û
,

P3 =

1 0
1 2πdM

2/λ
︙ ︙

1 2πdM
M/λ

é

ë

ù

û

,ct =
c3

c4

é

ë

ù

û

则

P2cr =ĝ1 (26a)
P3ct =ĝ2 (26b)

cr、ct 的最小二乘解为

ĉ0

ĉ1

é

ë

ù

û
= (PT

2P2)-1PT
2̂g1 (27a)

ĉ3

ĉ4

é

ë

ù

û
= (PT

3P3)-1PT
3̂g2 (27b)

则DOA和DOD的估计为

ϕ^k =arcsin̂c1 (28a)
θ̂k =arcsin̂c4 (28b)

下面给出基于四线性分解的角度和频率联合

估计算法流程:
1)根据延迟的接收数据,将N×P个切片积

累成M×N×P×J的四维数据矩阵■X 。
2)根据四维数据的对称性,写成其他3种切

片形式(式(12)~式(14))。

3)根据Ar、At、Φ 和B 的随机初值,再根据

式(16)~式(20),进行迭代更新,直到算法收敛。
4)结合式(23)和式(27),利用最小二乘法,

求出多普勒频率、DOD和DOA的估计。

2.4　复杂度及克拉美-罗界(CRB)

本文算法的复杂度主要取决于迭代次数,为

O{n[K2(PMN+MNJ+PJN+MJP+M+N+
J+P)+4MNKJP +4K3]+2K(M+N+P)},
其中n 为迭代次数;多维 ESPRIT 的复杂度为

O{M2N2P2J + M3N3P3+3K3+ K2(6MPN-
2MN-2MP-2NP)+K(4MNP-2MP-2NP+
2)};TALS方法的复杂度为O{m[K2(PMN+
MNJ+PJ +MN+J+P)+3MNKJP +3K3]+
2K(MN+P)},其中m 为迭代次数。在快速收敛

的情况下,TALS算法的复杂度最低,本文算法次

之,多维ESPRIT最高。
定义Ω ≜ Φ☉Ar☉At( ) ,根据文献[17],可

以得出双基地 MIMO雷达中的CRB为

CRB=σ2

2J ReDHΠ⊥
ΩD ■P̂T

w[ ]{ }-1 (29)

式中:D = ■a1

■θ1
　…　■aK

■θK
　■a1

■ϕ1
　…　■aK

■ϕK
[

■a1

■f1
　…　 ■aK

■fK
] ,ak 为Ω 的第k 列;⊕ 代表

Hadamard 积;̂Pw = P̂T
s1　̂PT

s1　̂PT
s1[ ]T ,̂Ps1 =

P̂s　̂Ps　̂Ps[ ] ,̂Ps = 1
J∑

J

t=1
b(t)bH(t);Π⊥

Ω =

IMNP-Ω ΩHΩ( )-1ΩH 。

3　仿真结果

定义根均方误差(RootMeanSquareError,

RMSE)为
RMSEa =

1
K∑

K

k=1

1
1000∑

1000

l=1
ϕ^k,l-ϕk( )2+ θ̂k,l-θk( )2[ ]

(30a)
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RMSEf = 1
K∑

K

k=1

1
1000∑

1000

l=1
f̂k,l-fk( )2[ ]

(30b)
式中:̂θk,l 为DOD角度θk 第1次蒙特卡罗实验的估

计值;ϕ^k,l 为DOA角度ϕk 第1次蒙特卡罗实验的估

计值;̂fk,l 为多普勒频率fk 第1次蒙特卡罗实验的

估计值。仿真中,假设有K=3个目标,其角度和多

普 勒 频 率 为: θ1,ϕ1,f1( ) = 10°,15°,100Hz( ),

θ2,ϕ2,f2( ) = 20°,25°,2550Hz( ),θ3,ϕ3,f3( ) =
30°,35°,4500Hz( ),脉冲重复频率为fr=10

kHz,延迟级数P =5,为方便与多维 ESPRIT
方法比较,假设阵元均匀分布,间隔半波长。

图2和图3给出了在M=8,N=6,J=100,
信噪比(Signal-to-NoiseRatio,SNR)分别为 5
dB和15dB的情况下,本文算法的角度和多普勒

频率估计性能。从图2和图3中可以看出,目标

角度和多普勒频率都可以被较准确地估计出来。

图2　SNR=5dB时算法的估计性能

Fig.2　Estimationperformanceofthealgorithm (SNR=
5dB)

图3　SNR=15dB时算法的估计性能

Fig.3　Estimationperformanceofthealgorithm(SNR=
15dB)

　

　　图4和图5则是M=8,N=6,J=100和M=
6,N=6,J=10的情况下,本文算法与多维 ES-
PRIT 算法[14]、TALS 算法[15]以及 CRB的比较。
可以看到,本文算法角度估计性能最优;频率估计

性能和TALS几乎一样,均略优于多维ESPRIT。
图6和图7给出了J=20,发射和接收天线

数不同的情况下,本文算法的估计性能。可以看

出,随发射和接收天线数增加,估计性能提升。天

线数增加,分集增益增强,性能得到提升。
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图4　算法性能比较(M=8,N=6,J=100,K=3)

Fig.4　Performancecomparison(M=8,N=6,J=100,

K=3)
　

图5　算法性能比较(M=6,N=6,J=10,K=3)

Fig.5　Performancecomparison(M=6,N=6,J=10,

K=3)
　

图8则是 M=6,N=6,快拍数不同的情况

下,本文算法的估计性能。从图8中可以看出,快
拍数增加,估计性能有提升,而且可以看到,算法

在低快拍下(J=5),也能准确估计角度和多普勒

频率。

图6　不同发射天线数下算法的估计性能(N=6)

Fig.6　Estimationperformancewithdifferentvaluesof
M(N=6)

　

　　图9则是在非均匀阵下,M=8,N=6,J=
100,SNR=5dB,本文算法的估计性能。从图9
中可以看出,目标角度和多普勒频率都可以被较

准确地估计出来。
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图7　不同接收天线数下算法的估计性能(M=6)

Fig.7　EstimationperformancewithdifferentvaluesofN
(M=6)

　

图8　不同快拍数下算法的估计性能

Fig.8　Estimationperformancewithdifferentval-
uesofJ

　

图9　非均匀线阵时算法的估计性能(SNR=5dB)

Fig.9　Estimationperformanceundernon-uniformarrays
(SNR=5dB)

　

4　结　论

1)本文给出的算法是迭代算法,不需要特征

值分解或奇异值分解,无需谱峰搜索。

2)不需要参数配对,可实现角度和频率的自

动配对。

3)无需知道反射系数,且适用于非均匀阵列。

4)算法的角度估计性能也优于多维 ES-
PRIT方法和 TALS方法。
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JointEstimationofAngleandDopplerFrequencyinBistatic
MIMORadarBasedonQuadrilinearDecomposition

LIJianfeng,ZHANGXiaofei∗

CollegeofElectronicandInformationEngineering,NanjingUniversityofAeronauticsandAstronautics,

Nanjing　210016,China

Abstract:ThispaperstudiesthejointestimationofangleandDopplerfrequencyinabistaticmultiple-inputmultiple-output
(MIMO)radar,andproposesajointangleandDopplerfrequencyestimationalgorithmusingquadrilineardecomposition.It
reconstructedthedelayedreceived-datatodevelopaquadrilineardatamodel.Usingquadrilinearalternatingleastsquares
(QALS),itobtainedanestimationofthedirectionmatrixandtheDopplerfrequencymatrix,andfurthertheestimatedangles
andfrequencyviatheleastsquares.Theproposedalgorithmrequiresnopeeksearching,doesnotneedaprioriknowledge
ofthereflectioncoefficients,anditcanrealizeautomaticallypairedanglesandDopplerfrequency.Furthermore,itissuit-
ablefornon-uniformarrays,andtheangleestimationperformanceisbetterthanthatofmulti-dimensionalESPRITandtriline-
aralternatingleastsquares(TALS).Thepaperanalyzesthecomplexityofthealgorithm,andderivestheCramer-Raobound
(CRB).Simulationcomparestheproposedalgorithmwithotheralgorithms,andverifiesitsvalidity.
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