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平板边界层中展向波包型扰动引起的转捩

李佳,罗纪生∗

天津大学 机械工程学院,天津　300072

摘　要:过去在平板边界层转捩及湍流的研究中,主要考虑的扰动在展向是均匀分布的,这样有利于研究,但在实际问

题中扰动形式是多样的,边界层可能是三维的,扰动在展向是不均匀的。对于以往研究的扰动来说,三维平板边界层中

的展向非均匀扰动是比较复杂的扰动形式,更接近自然转捩,因此研究这种扰动引起的转捩和湍流具有重要的实际意

义。基于此,针对平板边界层,控制方程为无量纲化的 Navier-Stokes扰动方程,时间上采用三阶精度的差分格式,空间

上展向采用伪谱方法,流向和法向采用高阶精度差分格式,应用数值模拟的方法研究了小幅值和有限幅值展向波包两种

情况。通过数值模拟和线性稳定性理论分析小幅值波包的演化,得到了小幅值波包的演化符合线性稳定性理论(LST);

分析了有限幅值的展向波包型扰动引起的转捩和湍流,描述了物理空间和谱空间中波包型扰动的演化特征;同时针对不

同展向位置进行分析,结果表明不同展向位置的转捩位置不同,但转捩过程和特征是类似的。
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　　在以往的平板边界层转捩的研究中,为了明

确起见,计算域入口处加入的扰动通常为一个或

者几个 Tollmien-Schlichting波[1-6]。但在自然界

中,扰动的形式是复杂的,边界层前缘感受到的扰

动不只包含单一模态,而是具有广泛谱的波包型

扰动。为了研究这种更接近自然扰动引起的转

捩,1975年 Gaster和 Grant[7]首先通过实验详细

研究了波包的形成和线性演化过程,使用热线探

针测量技术,通过小孔加入持续的声波脉冲形成

波包型扰动,得到了波包从最初的椭圆形演化到

弓形以及波包演化初期峰值集中在中心附近,演
化到下游发展为中心两侧的两个峰值。1991年

Cohen等[8]使用实验的方法研究了层流边界层中

局部扰动引起的小幅值波包演化到湍斑的整个阶

段,这是对 Gaster和 Grant实验[7]的拓展,研究

了波包的法向和展向结构以及转捩的3个阶段:

第1个阶段波包可以看成是若干个二维、三维波

的叠加,最大能量集中在最大增长率的二维波上;
第2个阶段能量从二维波转移到频率一半的斜波

上,波包的幅值从自由流的0.5%增长到5%;第
3个阶段是湍斑的形成阶段,扰动幅值的增长达

到自由流的27%。1993年 Cohen[9]使用线性理

论模型研究了层流边界层波包的初期演化,预测

了波包的成分中各模态波的幅值增长,比较了线

性理论模型和 CBH(Cohen,Breuer,Haritoni-
dis)从测量数据中计算得到的各种模态波的增

长,结果是一致的。1997年 Breuer等[10]使用实

验的方法研究了波包的演化,重点研究了波包演

化的后期阶段即强非线性阶段和湍流的开始。在

强非线性阶段,扰动演化成条纹结构;最后的

breakdown阶段是任意相位高频振动的出现。
1999年 Medeiros和 Gaster[11]通过实验研究了波
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包非线性演化中相位的影响,结论为输入的相位

依赖于激发的幅值,相位是波包调制演化中的重

要参数,转捩位置依赖于噪声序列的相位组合。
2010年 Yeo等[12]直接数值模拟了布拉休斯边界

层的波包演化,研究的波包是在流向和展向两个

方向进行了限制,生动形象地显示了波包演化的

过程,并和线性稳定性理论(LST)作了比较。本

文基于前人的工作,以平板边界层为研究对象,利
用三维扰动方程,对计算域入口的展向波包型扰

动进行了直接数值模拟(DNS),研究了扰动的演

化,转捩的发生及湍流的形成。

1　计算域和基本流

计算采用直角坐标系,研究三维平板边界层,
设流体沿平板流动的方向为x、法向为y、展向

为z,3个方向对应的速度分别为u、v和w 。计

算域如图1所示。

图1　计算域示意图

Fig.1　Schematicofcomputationfield
　

图中:Lx 、Ly 和Lz 分别为x、y和z方向的计

算域长度;x0 为计算域入口距平板前缘的距离;
U∞ 和W∞ 分别为流向和展向自由来流的速度。

设自由来流速度U∞ 和W∞ 为不变量,并且自

由流动速度不依赖于z。虽然流动在3个坐标上

的速度分量都不为零,但都只是x、y的函数,因
此,三维流动可以看成是二维流动在展向的延

展[13]。根据边界层条件,基本流所满足的方程为

■U
■x+■V

■y =0

U■U
■x+V■U

■y =ν■2U
■y2

U■W
■x +V■W

■y =ν■2W
■y2

ì

î

í (1)

其边界条件是:当y=0时,U =V =W =0;当

y→ ∞ 时,U =U∞ 、W =W∞ 。可以由式(1)的前

两个方程求得U 和V ,根据式(1)的第3个方程有

W =W ∞

U∞
U (2)

式中:U、V 和W 分别为x、y和z 方向的基本流

大小;ν为运动学黏性系数。

2　扰动方法及数值方法

从 Navier-Stokes方程出发,使用U∞ 为特征

速度,计算域入口处的边界层排移厚度δ0 为特征

长度对 Navier-Stokes方程进行无量纲化得到无

量纲方程。定义雷诺数Re=U∞δ0/ν,将瞬时速

度、瞬时压力分解为基本流和扰动之和,用u、v、
w和p 表示扰动速度和压力,将瞬时量代入Navi-
er-Stokes方程,减去基本流所满足的方程就可以

得到扰动所满足的方程,即为扰动方程。
计算时在z方向采用伪谱方法,扰动展开为

Fourier级数:

u,v,w,p( )= ∑
M

m=-M
um,vm,wm,pm( )eiβmz (3)

式中:βm=mβ0,其中β0 为展向的基本波数;M 为

展向截断误差的项数;um、vm、wm 和pm 为谱空

间的分量。
对扰动方程进行 Fourier变换,得到谱空间

中的扰动方程为
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■um
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　 1
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è
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(4)
式中:Ux、Uy、Vx、Vy、Wx 和Wy 分别为基本流对

应坐标的导数;u=[u　v　w]。计算域的出口采

用嵌边函数法[14],以达到减小扰动反射的目的。
时间上采用 Karniadakis等[15]建议的三步法
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三阶精度的差分格式。相应的对流项也采用三步

法。因此控制方程可以写为

u′m-∑
2

k=0
σkun-k

m

Δt =-∑
2

k=0
ζkFn-k

m

Δ

2
mpn+1

m =

Δ

m·u′m

Δt
u″m=u′m-Δt

Δ

mpn+1
m

γ0un+1
m -u″m

Δt = 1
Re

Δ

2
mun+1

m +λue-un+1
m( )

ì

î

í

(5)
式中:Fn-k

m 为对流项;u′m 和u″m 为中间变量;

Δ

m=
■
■x

,■
■y

,imβ0
æ

è

ö

ø
;

Δ

2
m = ■2

■x2 + ■2

■y2 -m2β2
0

æ

è

ö

ø
;

ue=[ue　ve　we]为预先指定的嵌边区出流条

件,取ue=0;σk、ζk 和γ0 为常系数,其具体数值如

表1所示。
表1　时间混合格式的系数

Table1　Coefficientsofmixedtimescheme
Step γ0 σ0 σ1 σ2 ζ0 ζ1 ζ2

1 1 1 0 0 1 　0 0
2 3/2 2 -1/2 0 2 -1 0
3 11/6 3 -3/2 1/3 3 -3 1

对流项中的速度导数 采 用 傅 德 薰 和 马 延

文[16]建议的五阶迎风紧致有限差分格式,在临近

边界点上采用三阶精度的紧致有限差分格式,在
边界点上采用二阶精度的单边差分格式。

压力项中的流向二阶导数采用等间距四阶精

度的对称紧致有限差分格式,法向采用非等间距

的二阶导数三阶精度的紧致有限差分格式。
散度和梯度在内部点采用六阶精度的对称紧

致有限差分格式,临近边界点处采用四阶对称紧

致有限差分格式,边界上采用三阶精度的紧致有

限差分格式。
求解的黏性项方程为

γ0un+1
m -u″m

Δt = 1
Re

Δ

2
mun+1

m +λue-un+1
m( ) (6)

可以分为两步进行求解:

1-C ■2

■x2
æ

è

ö

ø
ψi =gi

1-C ■2
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è

ö

ø
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m =ψj

ì
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式中:gi =u″m/[(γ0 +λ(x,t)Δt)1+AB( ) ];

ψj = 1-C ■2

■y2
æ

è

ö

ø
un+1

m 为中间变量;A = m2β2
0 ;

B= Δt
Re(γ0+λx,t( )Δt);C= B

1+AB
。可以分

两步求解的原因在于C很小。
为了保证边界层内有足够的点,法向采用变

间距网格分布,其形式为

yj = LyRj

1+Cb(1-R2
j)

(8)

式中:Rj = (j-1)/(jn-1),jn 为法向网格数;

Cb = [ 1+8(yjn -yjn-1)/(y2-y1)-3]/4。
边界条件:扰动速度在上、下边界条件为零,

入口边界条件是给定的扰动,出口边界条件是采

用嵌边法。扰动压力采用法线方向导数为零的边

界条件,即■pm/■n=0。

3　计算结果及分析

3.1　小幅值波包扰动的计算结果

考虑基本流有展向速度,并设自由来流展向

速度W ∞ =0.3U∞ ,计算域入口处的扰动形式为

高斯分布调制后的 Tollmien-Schlichting波,具体

形式为

u=ak û(y)ei(αx+βz-ωt)+z∗[ ] (9)
式中:a为扰动的振幅;α和β分别为流向和展向的

波数;ω为频率;̂u(y)为对应于特征值α、β和ω的特

征函数;k=e-b z-
Lz
2( )2

为幅值调制函数,b为改变

调制函数宽窄的常数;z∗ 为共轭。
为了用流动稳定性对计算方法进行验证,在

流场入口加一个小扰动,用边界层排移厚度δ0 为

特征长度定义的雷诺数Re=1017.9,展向波数

β=0.06,频率ω=0.065,根据稳定性分析得到

流向复波数α= (0.1801010,-0.0034893),
取扰动幅值a=0.0001,幅值调制函数中的b=
0.00007。为了与稳定性的结果进行比较,数值

模拟中的扰动幅值定义为

A1(x,z)= max
t0<t<t0+T

(max
0<y<Ly

|u|)

A2(x)= max
0<z<Lz

A1(x,z){ (10)

式中:T =2π/ω。根据流动稳定性的分析可以

得到波 包 传 播 的 方 向 为 tanθ =-■αr/■β =
0.31,其中θ为扰动的传播方向与x 轴的夹角,

αr 为流向波数的实部。
图2给出了入口处展向位置在某一时刻扰动

沿展向的分布,由图可以看出幅值在展向是变化的。
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图3给出了法向位置y=1.04处扰动速度u的

分布。图4为扰动幅值A1 在xOz平面的传播情

况。可以看出,随着向下游演化,波包在展向的范

围越来越大,其波包峰值的方向不在x方向上。

图2　扰动沿展向的分布

Fig.2　Disturbancedistributionalongspanwisedirection
　

图3　扰动速度在xOz平面的演化

Fig.3　DisturbancevelocityevolutioninxOzplane
　

图4　扰动幅值A1 在xOz平面的演化

Fig.4　DisturbanceamplitudeA1evolutioninxOzplane
　

图5显示了由 DNS和 LST 得到的扰动幅

值A2 的演化,由图可以看出,DNS与 LST的结

果相符合。同时还给出了扰动速度u在xOz 平

面的等值线及波包峰值的传播方向,传播方向

为tanθ=0.3,与理论分析的结果基本一致。
除了扰动幅值A2 的比较之外,图6还给出了

图5　幅值A2 的演化和波包峰值的位置

Fig.5　AmplitudeA2evolutionandwavepacketpeakpo-

sition
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图6　不同流向位置的特征函数比较

Fig.6　Theeigenfunctioncomparisonindifferentstream-
wisepositions

　
流向x=105,158,210这3个位置处由 DNS与

LST得到的特征函数的比较,由图6可见,两者

的结果也是一致的。
以上结果表明,三维边界层中展向波包型小

幅值扰动的演化可以用LST预测。

3.2　有限幅值扰动的计算结果

为了研究有限幅值波包型扰动的演化,取

W ∞ =0,计算入口的扰动形式仍为式(9),选取参

数为:α=(0.2491057,-0.0034965),Re=
932,β=0,ω=0.0909,扰动幅值a=0.01,调整波

包宽窄的系数b=0.002。
以下结果若没提及法向位置时,均取在法向

y=0.65位置处。
图7给出了t=3T,4T,5T,6T,7T,8T 时刻

扰动速度u的空间分布。由图7可以看到,波包在

初始时刻在展向占据一小部分,在向下游的演化过

程中,逐步向展向两侧扩展。转捩发生的位置是波

包峰值处在上游,其他展向的转捩位置在较下游。

图7　扰动速度在空间的演化

Fig.7　Disturbancevelocityevolutioninspace
　

图8给出了流向不同位置的扰动速度u沿展

向的分布。由图8可看到,入口处波包为高斯分
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布,随着向下游演化波包峰值逐渐增大,在x =
110处,波包的峰值开始向下凹陷,分裂为两个小

峰;在x=132处,波包峰值继续凹陷,完全分裂

为两个峰;在x=230处,两峰值之间出现小尺度

展向扰动;随着扰动的演化小尺度展向扰动越来

越多,尺度越来越小,强度越来越大,且向波包的

两端扩散;在x=425处波包明显的扩散了。

图8　扰动速度随着展向的演化

Fig.8　Disturbancevelocityevolutionalongspanwisedi-
rection

　
图9和图10分别给出了t=5T,8T 时刻扰

动速度u 在xOz 平面的等值线分布和谱空间中

的演化。从图9的等值线图可以清晰地看到波包

在展向的范围越来越大。从图10中可以看出在

扰动的初期,只有低波数的波存在,随着时间演
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化,各阶波之间相互作用激发出更多的高次谐波,
这些高次谐波的相互作用最终导致了转捩。

图9　物理空间中扰动速度u的等值线图

Fig.9　Contourmapofdisturbancevelocityuinphysical
space

　

图10　谱空间中扰动波数随流向的演化

Fig.10　Disturbancewavenumberevolutionalongstre-
amwisedirection

　

图11分别给出了展向中心位置z=64.96
和非中心位置z=45.42处扰动沿着流向的演

化,还给出了壁面摩擦系数Cf 曲线沿流向的变

化。通常将壁面摩擦系数曲线抬升的位置定义为

转捩开始的位置,因此可以看到,对于不同的展向

位置,转捩发生的流向位置也不同,对于展向的中

心位置z=64.96,转捩发生在x=250附近,对
非展向中心位置z=45.42,转捩发生在x=320
附近。

　　图12给出了展向中心位置z=64.96处不

同流向位置的平均流速度■u的法向分布,由图12
可以看出,随着扰动向下游演化,速度剖面逐渐偏

离布拉休斯分布,从x=220.14到x=257.88剖

面出现拐点。
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图11　扰动速度的演化和摩擦系数曲线的变化

Fig.11　Evolutionofdisturbancevelocityandcurveof
frictioncoefficient

　

图12　平均速度■u的演化

Fig.12　Evolutionofmeanvelocity■u

针对图12中不同流向位置的平均流剖面进

行了稳定性分析,得到图13中 ω,β( ) 平面内的

中性曲线。开始阶段,不稳定的区域会略有减小,
但从x=62.90以后不稳定区域会逐渐增大,到

x=220.14 不 稳 定 区 域 会 迅 速 增 大,在 x =
242.16到x=257.88的区间内,不稳定区域会逐

渐达到最大并开始减小,从x =257.88开始到

x=261.03区间内不稳定区域减小较快。这样

的变化趋势与文献[2]~文献[6]中展向均匀扰动

的结论一致。

图13　 (ω,β)平面内的中性曲线

Fig.13　Neutralcurvesin(ω,β)plane
　

图14给出了展向非中心位置z=45.42的

计算结果。图14(a)~(c)显示了不同流向位置

处平均速度■u的法向分布;图14(d)~(f)显示了

这些流向位置处的 ω,β( ) 平面内的中性曲线。



　1372　 航　空　学　报 Aug.252012Vol.33No.8

由图14可以看出,速度剖面出现拐点的位置在

x=314.49到x=352.23区间。中性曲线的变

化趋势与z=64.96处的一样,不稳定区域快速

增大的区域为x=251.59到x=352.23,之后

不稳定区域逐渐减小。

图14　z=45.42处的稳定性分析图

Fig.14　Stabilityanalysisatz=45.42
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从以上的结果可以看到,壁面摩擦系数曲线

抬升的位置,扰动展向波数变得比较丰富的位置,
平均流速度出现拐点的位置,以及中性曲线区域

快速变大的位置是基本一致的,这是初始扰动诱

导出其他扰动,非线性作用开始增强的位置,也是

转捩的关键位置。

4　结　论

1)三维平板边界层中小幅值展向波包的

传播方向和幅值演化都符合线性稳定性理论

的结果。

2)有限幅值波包型扰动在向下游演化的过

程中随着幅值的增大,波包将凹陷分裂成两个峰

值;然后两峰向外移动,两峰之间出现展向小尺

度的扰动,展向小尺度的扰动越来越强,直至局部

发生转捩;转捩向外扩展,波包在展向的范围越

来越大。

3)在速度谱空间中,波包型扰动产生的转捩

特征与波包峰值发生转捩的位置有关。在波包峰

值发生转捩的上游,扰动只存在展向低波数的扰

动,在波包峰值发生转捩的下游,各阶谱的扰动在

与基本流的相互作用下,产生高次谐波,使转捩全

面发生。

4)一定幅值的展向波包型扰动都将引发转

捩,转捩的过程和特征都是类似的,但不同展向位

置的转捩位置是不同的。
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TransitionInducedbySpanwiseWavePacketDisturbance
inaFlatPlateBoundaryLayer

LIJia,LUOJisheng∗

SchoolofMechanicalEngineering,TianjinUniversity,Tianjin　300072,China

Abstract:Inpreviousresearch,themainconsiderationfordisturbancedistributioninthetransitionandturbulenceofaflat

plateboundarylayerisuniformalongthespanwisedirection,whichisrelativelyeasytostudy.Butinactualsituation,the
disturbanceformisdiverse.Theboundarylayermaybethree-dimensionalandthedisturbancedistributionmaynotbeuni-
formalongthespanwisedirection.Comparedwiththedisturbanceformstudiedbefore,thenon-uniformdisturbancedistribu-
tionalongthespanwisedirectioninathree-dimensionalflatplateboundarylayerisamorecomplexdisturbanceformanditis
closertonaturaltransition.Therefore,itisofimportantsignificancetostudythetransitionandturbulencecausedbythisdis-
turbanceform.Fortheflatplateboundarylayers,thegoverningequationsarethenon-dimensionalNavier-Stokesperturba-
tionequations.Thedifferenceschemeofthreeorderprecisionisusedfortimediscrete.Forthespacediscrete,thepseudo-
spectrumisusedinspanwisedirectionandthehighprecisiondifferenceschemesareemployedinstreamwiseandnormaldi-
rections.Numericalsimulationisperformedtostudytwocasesofsmallamplitudespanwisewavepacketdisturbanceandfi-
niteamplitudespanwisewavepacketdisturbance.Theevolutionofsmallamplitudewavepacketsdisturbanceiscalculated
bythenumericalsimulationandthelinearstabilitytheory(LST).Theevolutionresultsareincloseagreementwiththelinear
stabilitytheoryresults.Thetransitionandturbulenceprocessescausedbyfiniteamplitudespanwisewavepacketsdisturb-
anceareanalyzed.Theevolutioncharacteristicsinphysicsandspectrumspacearedetaileddescribed.Thedifferentposi-
tionsarecomparedandtheresultsarethatforthedifferentpositions,thetransitionpositionsaredifferent,butthetransition

processesandcharacteristicsaresimilar.
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