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关于 Fibonacci和 Lucas数的 Toeplitz矩阵的谱范数 
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摘要: 利用谱范数与 Frobenius 范数之间的不等式和 Toeplitz 矩阵的表示式, 给出了关于 Fibonacci
和 Lucas数的 Toeplitz矩阵的谱范数的上界和下界, 并改进了 Akbulak M等相关结论中谱范数的
上界. 
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1 引言及准备  

近年来, 特殊矩阵的谱范数受到了很多学者的
关注[1-4]. Solak等[1]找到了Cauchy-Toeplitz和Cauchy- 
Hankel 矩阵的谱范数的上界与下界. Solak[2-3]定义

了 n n× 循环矩阵 [ ]ijA a= 和 [ ]ijB b= , 其中 ija ≡  

(mod( , ))j i nF − , (mod( , ))ij j i nb L −≡ , 给出了 A和 B的谱范数
和欧氏范数的一些界. Akbulak 等 [4]定义了 n n×  
Toeplitz 矩阵 [ ]ijA a= 和 [ ]ijB b= , 其中 ija ≡ i jF − , 

ij i jb L −≡ , 找到了 A和 B的谱范数的上界与下界. 
设{ }n nt ∞

=−∞为双边无穷级数. 一个 Toeplitz矩阵
为 n n× 矩阵 1

, 0[ ]n
n ij i jT t −

== , 其中 ij i jt t −= , 即具有如下
形式的矩阵 
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对于 1n≥ , Fibonacci 序列{ }n n NF ∈ 和 Lucas 序
列{ }n n NL ∈ 分别由下面的递推关系定义: 

1 1 0 1, 0, 1n n nF F F F F+ −= + = = , (1) 

1 , , 1 0 1, 2, 1n k n k nL L L L L+ −= + = = , (2) 
如果我们从 0n = 开始, 则 Fibonacci 序列和

Lucas序列如下: 

0 1 2 3 4 5

0 1 1 2 3 5

2 1 3 4 7 11
n

n

n

F

L

 

规则(1)式和(2)式可用来向后拓展序列, 因此 

1 1 0 2 0 1, ,F F F F F F− − −= − = −  

1 1 0 2 0 1, ,L L L L L L− − −= − = −  
等等, 这样就产生了序列 

0 1 2 3 4 5

0 1 1 2 3 5

2 1 3 4 7 11
n

n

n

F

L
−

−

− −

− − −

 

一般地, nF− = ( 1− ) 1n+
nF , nL− = ( 1− ) 1n+

nL . 
文中约定, nM 表示复数域上所有 n阶方阵组

成的集合, ,m nM 表示复数域上所有m n× 矩阵组成
的集合. 

对于 ,[ ]ij m nA a M= ∈ , || ||A F = 2 1/2

1 1
[ | | ]

m n

ij
i j

a
= =
∑∑ 表

示矩阵 A的 Frobenius (或 Euclidean)范数; 2|| ||A =  

max ( )HA Aλ 表示矩阵 A的谱范数, 其中 max ( )HA Aλ

表示 HA A的最大特征值, HA 为 A的共轭转置矩
阵. 然后有下面的不等式成立: 

2|| || / || || || || .F FA n A A≤ ≤  (3) 
文中定义如下的关于 Fibonacci 和 Lucas 数的

Toeplitz矩阵: 

, 1[ ] ,n
i j i jA F − ==  , 1[ ] ,n

i j i jB L − ==  
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我们给出矩阵 A和 B的谱范数的上界和下界. 

2 主要结果 

定理 1  设 n n× 矩阵 [ ]ijA a= 满足 ij i ja F −≡ , 
则有:  

2

2
2

2 / ,
|| ||

2( 1) / , .

为 数,

为 数

n

n

F n n
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F n n
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偶
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≥  

和 

2 1|| || 2 2,nA F + −≤  
其中 2|| ||⋅ 为谱范数, nF 为第 n个 Fibonacci数. 
证明  矩阵 A具有如下形式: 
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.
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由 Frobenius范数定义得: 
1

2 2 2
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1 1
|| || 2 ,

n i
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= =
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因为 
2

1 1 1( )i i i i i i i iF F F F F F F F+ − −= + = + =  
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所以 
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因为 
1 1 2 1 2( )k k k k k k kF F F F F F F+ + + + ++ = + =  

2 2
2 2 2( )( ) ,
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k k k k k kF F F F F F
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+ + +− + = −

= −
 

所以 
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于是得到: 
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由(3)式, 我们有: 

2|| ||A ≥
2
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另一方面, 令矩阵 1 2,π π 分别为: 

1
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2
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则矩阵 
1 1

1 2
1 1

,
n n

i i
i i

i i

A F Fπ π
− −

−
= =

= +∑ ∑  

有: 
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|| || || || || ||
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由于 
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于是 

1 2|| || 1π = , 2 2|| || 1π = ,  
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因此, 得到: 
1

2
1

|| || 2 ,
n

i
i

A F
−

=
∑≤  

利用数学归纳法, 容易证明
1

1
1

1
n

i n
i

F F
−

+
=

= −∑ , 于是: 

2 1|| || 2 2nA F + −≤ . 
在文献[4]中给出的 2|| ||A 上界为: 

1 1(1 )( ).n n n nF F F F− −+  
下面说明我们得到的上界比文献[4]中的要小.  

1 1 1(1 )( ) (2 2)n n n n nF F F F F− − ++ − − >  

1 12 2n n nF F F− +− + =  
 1 12( ) 2n n n nF F F F− −− + + =  

1( 2)( 2) 2.n nF F −− − −  
当 n比较大时, 一定有: 

1 1 1(1 )( ) (2 2)n n n n nF F F F F− − ++ − − >  

1( 2)( 2) 2 0.n nF F −− − − >  
定理 2  设 n n× 矩阵 [ ]ijB b= 满足 ij i jb L −≡ , 

则有: 
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和 

2 1|| || 2 4,nB L + −≤  
其中 2|| ||⋅ 为谱范数, nL 为第 n个 Lucas数. 
证明  矩阵 B具有形式 
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由 Frobenius范数定义得: 
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于是得: 
2

2

2

2( 4),
|| ||

2( 1), .
n

F

n

L n
B

L n

⎧ −⎪= ⎨
+⎪⎩

偶

奇

,为 数

为 数
 

由(3)式, 我们有: 
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另一方面, 令矩阵 1 2,π π 分别为: 
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则矩阵 
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1 nIπ = , nI 为 n阶单位矩阵, 于是 
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由于 1 2|| || 1π = , 2 2|| || 1π = , 因此, 
1 1 1

2
0 1 0

|| || 2 2.
n n n
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利用数学归纳法, 容易证明
1

1
0

1
n

i n
i

L L
−

+
=

= −∑ , 于

是得: 

2 1|| || 2 4nB L + −≤ . 
在文献[4]中给出的 2|| ||B 上界为: 

1 1( 1)( 2)n n n nL L L L− −− + ,  
下面说明我们得到的上界比文献[4]中的要小.  

1 1 1( 1)( 2) (2 4)n n n n nL L L L L− − +− + − − >  

1 11 2 4n n nL L L− +− − + =  

1 12( ) 3n n n nL L L L− −− + + =  

1( 2)( 2) 1n nL L −− − − . 
当 n比较大时, 一定有: 

1 1 1( 1)( 2) (2 4)n n n n nL L L L L− − +− + − − >  
1( 2)( 2) 1 0n nL L −− − − > . 
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On Spectral Norms of Toeplitz Matrices with Fibonacci and Lucas Numbers 
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Abstract: Using the inequality between spectral norm and Frobenius norm and scalar-valued polynomial of 
Toeplitz matrices, upper and lower bounds for the spectral norms of Toeplitz matrix with Fibonacci and Lucas 
numbers are given, and the upper bounds for the spectral norms in the paper are improved. 
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