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一类随机积分微分方程解的稳定性 
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摘要: 研究具有变时滞 ( )r t 的非线性随机积分-微分方程 
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的解的稳定性问题, 其中在 0x = 的某邻域内满足 ( ) 0( 0)xg x x⋅, > ≠ . 不仅使用不动点定理给出了
方程解的均方渐近稳定的充分必要条件, 同时给出了一个例子说明了主要结果.  
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1 引言 

随机积分-微分方程是一个非常重要的研究领

域, 其问题来源于许多非线性化的数学模型, 如期
权定价模型、生物系统中的昆虫种群模型. 在过去
的一百多年里, 李雅普诺夫方法一直是解决常微
分方程、偏微分方程、泛函微分方程和随机微分方

程解的稳定性的主要方法, 并且取得了大量创新
性的研究成果[1-3]. 然而使用李雅普诺夫方法并不
能解决一些特殊的方程. 为了克服此类难点, 最近
Burton 等人使用不动点定理得到了相关的研究结
果[4-9].   

1928 年, 著名数学家 Volterra 在文献[10]中对
带有常数时滞 0r > 的方程: 

( ) ( ) ( )d
t

t r
x t a t s x s s

−
′ = − − ,∫  (1) 

进行了系统的研究, 得到了许多创新性成果.  
Levin在文献[11]考虑了方程: 

( ) ( ) ( ( ))d
t

t r
x t a t s g x s s

−
′ = − , ,∫  (2) 

其中, 0r > 是 1个正常数, 获得了许多解的存在性
及相关性质.  

最近, Burton[12]使用不动点定理研究了方程: 

( )
( ) ( ) ( ( ))d

t

t r t
x t a t s g s x s s

−
′ = − , , ,∫  (3) 

的解的渐近稳定性, 其中, ( ) 0, ( )r t t r t−≥ 单调增

长且在 0x = 的某个邻域内有 ( ) 0(xg x x⋅, > ≠ 0) .  
在 2010 年, Luo[13]使用不动点定理考虑随机

Volterra-Levin方程的指数稳定性.   
需要注意到的是, 使用不动点定理来研究带

有变时滞的随机积分-微分方程的解的稳定性问题

未见有研究成果. 笔者使用不动点定理研究带有
变时滞的随机积分-微分方程为: 
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d ( ) ( ( ) ( ( ))d )d

t

t r t
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−
= − , +∫  

( ( ))d ( ) 0g t x t B t t, , ≥ , (4) 
的解的稳定性问题, 其中, ( )r t 为变时滞, 在 0x =
的某邻域内有 ( ) 0( 0)xg x x⋅, > ≠ . 笔者给出了方程
解的均方渐近稳定的充分必要条件, 同时举例验
证了文中的结论.   

2 预备知识和主要结论 

设 ( )F PΩ, , 是带有域流 0{ }t tF ≥ 的完备度量空

间, 其中 0{ }t tF ≥ 满足正常条件, 即 tF 是右连续的, 
并且 0F 包含所有的 P -零集. 设{ ( ) 0}B t t: ≥ 是定

义在 ( )F PΩ, , 上的标准布朗运动 . 设 0L > , 
([ 0] )C L R− , ; 为所有连续泛函 [ 0]L Rφ : − , → 全体组

成的集合, 其范数为
0

|| || sup | ( ) |
L θ

φ φ θ
−

=
≤ ≤

. 任取 R的
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一个闭子区间 [ ]a b, , 设 ([ ] )C a b R, ; 是一个连续泛

函 [ ]a b Rφ : , → 空间.   
引理 1 [14] 以下不等式成立:  

(i) 1 1( ) (1 ) ( ) 0p p p p px y x yε ε ε− −+ + + , >≤ ;  

(ii) 
1 1

( )
n n

P p
i p i

i i

x C x
= =
∑ ∑≤ , 当 0 1p< ≤ 时, 1pC = , 

当 1p≥ 时, ( 1)p
pC n −= . 

下面考虑带有变时滞 ( )r t 的积分-微分方程: 
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∫
≥

≤ ≤

 (5) 

其中 , ( ; )r C R R+ +∈ , 当 t →∞ 时 , ( )t r t− →∞ ; 
([ ) [ ) )a C L L R∈ − ,∞ × − ,∞ ; , 

0
max{ ( )}

t
L t r t:= −

≥
, f ∈  

( )C R R; , ( )g C R R R+∈ × ; . 
显然(5)式可以变形为: 
d ( ) [ ( ( ))(1 ( )) ( ( ( )))]dx t G t t r t r t f x t r t t′= , − − − +  
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d( ( ) ( ( ))d )
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( ( ))d ( )g t x t B t, ,  (6) 

其中, ( ) ( )d
s

t
G t s a u s u, := ,∫ , 
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−
, − := , −∫ . 

引理 2 [13]  在[0 ]T, 上, 如果 ( )x t 是(6)式的解, 
则 ( )x t 是方程: 
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的解, 其中, ([ ) )v C L R∈ − ,∞ , 是任意连续函数; 相
反, 如果 ( )x t 在 [ 0]L− , 上等于 ( )tψ , 在[0 ]τ, 上是(7)
的解, 则 ( )x t 在[0 ]τ, 是(6)式的解.   
定理 1 假设存在常数 (0 1)α ∈ , , 1 0K > , 2 0K >

和 1个连续函数 ([0 ) )v C R∈ ,∞ ; , 使下列条件成立:  

(i) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))f x f y x f x y f y| − | ∨ | − − − |≤ 

1K x y| − | ; 2( ) ( )g t x g t y K x y| , − , | | − |≤ ;  

(ii) 
0
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t
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> −∞∫ ;  
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则(5)式的零解为均方渐近稳定的充分必要条

件为当 t →∞时, 有
0

( )d
t
v u u →∞∫ .   

证明  设 ( || || )BB, ⋅ 为所有有界连续 0F -适应过
程 ( ) [ )t L Rϕ ω, : − ,∞ ×Ω→ 组成的 Banach 空间, 其
上确界范数为 2

0
|| || sup ( )B

t
E tϕ ϕ:= | |

≥
. 设 {S ϕ:= :  

[ )L R Bϕ− ,∞ → | ∈ ;  当 [ 0]t L∈ − , 时 , ( ) ( )t tϕ ψ= ;  
当 t →∞ 时, 2( ) 0}E tϕ ω| , | → , 则 ( )S ρ, 是一个完

备度量空间, 其中, ρ 为上确界度量, 即对任给
x y S, ∈ , 有: 
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定义  映射T S S: → 为 ( )( ) ( ) [Tx t t t Lψ= , ∈ − ,  
0] , 以及 
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充分性分 4个步骤进行:   
步骤 1: 任取 1, 0x S t∈ ≥ , 取 ξ| |为充分小. 由



 
38 宁波大学学报（理工版） 2011  

 

引理 1可知: 
2

1 1( )( ) ( )( )E Tx t Tx tξ| + − | ≤ 
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容易得当 0ξ → 时, 有 2
1 1( ) ( ) 0i iE O t O tξ| + − | → ,  

1 2 3 4 5i = , , , , .  
另外, 由 hölder-Davis-Gundy 不等式可知, 当
0ξ → 时, 有: 
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则T在[0 ],+∞ 上是均方连续的.   
步骤 2: 证明 ( )T S S⊂ . 对于 1 2 3 4 5i = , , , , 及

t →∞ , 显然有 2( ) 0iE O t| | → 成立.  
下面证明当 t →∞时, 2

6 ( ) 0E O t| | → . 事实上, 
当 t →∞时, 有 2( ) 0E x t| | → , 因此对任意的 0ε > , 
总存在常数 1 0T > , 使得当 1s T≥ 时, 有 2( )E x s| | <  
ε . 从而可由 Burkhöder-Davis-Gundy 不等式得到
以下方程: 
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又因为
0

( )d ( )
t
v u u t→∞ →∞∫ , 故存在常数 2T >  

1T , 使得当 2t T> 时, 有: 
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从而由条件(iii)可得当 t →∞时, 2
6 ( ) 0E O t| | → . 

步骤 3:  T是 1个压缩映象. 由条件(iii)可得, 
存在 1个常数 0M > , 使得: 
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意味着T是一个压缩映象. 由 Banach 压缩映象原
理可知, T 在 S 中存在唯一不动点 ( )x t , 并且当
t →∞时, 有 2( ) 0E x t| | → .   
步骤 4: 证明(5)式的零解是均方稳定的. 对任

给的 0ε > , 选择 0 δ ε< < . 假设 ( ) ( 0 )x t x t ψ= , , 是

(5)式的解且 2|| ||ψ δ< , 则 ( ) ( )( )x t Tx t= . 由已知条
件可知, 当 [ 0]t L∈ − , 时, 有 2( )E x t ε| | < . 下面证
明对所有的 t L> − 有 2( )E x t ε| | < . 若不然, 则存在
1个常数 0τ ∗ > , 使得 2( )E x τ ε∗| | = , 且当 L s− <≤  
τ ∗时, 有 2( )E x s ε| | < . 由于

0
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t
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故存在 1个常数 0δ > , 使得: 
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又由(8)式可得: 
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0 2 2

(0)
( ) (0 ) d ] 2

r
v u G u u α ε ε

−
| + , | + <∫ . (10) 

因此(5)式的零解是均方渐近稳定的.   
必要性 用反证法. 假设结论不成立, 则由条

件(ii)可得存在 1个子序列{ }( ( ))n nt t n→∞ →∞ , 并

存在 1个 l R∈ , 使得
0

lim ( )dnt

n
v u u l

→∞
=∫ . 选择 1个正

常数 J满足不等式
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可), 假设有 1 Rλ +∈ , 使 0
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并且存在 1个足够大的常数 k , 使得: 
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其中, 0
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, 0 0δ > 且 010 1JK eδ α+ < .   

下面考虑 (5)式的解 ( ) ( )kx t x t t ψ= , , , 其中 , 
2

0( )ktψ δ| | = , 并且当 ks t≤ 时, 2
1 0( )sψ δ| | < . 由已

知条件可以定义 1( )kF t 满足如下不等式: 

1 ( )
( ) ( ) [ ( )k

k k

t

k k t r t
F t x t v u

−
:= − +∫  

0( )] ( ( ))d 1 / 2kG t u f x u u δ, ≥ , 
由(8)式和 ( ) ( )( )x t Tx t= 可知, 当 kt t≥ 时, 有: 

( )
| ( ) ( ) ( ) ( ( ))d |n

n n

t

n t r t
E x t v u G t n u f x u u

−
− | + − , |∫ ≥  

( )
| ( ) ( ( ) ( )) ( ( ))dk

k k

t

k kt r t
E x t G t u v u f x u u

−
− , + −∫  

2 ( )d( )d 2 2
1( )d |

tt nk
n ts k

k

v u ut v u u

t
e H s s eα

−− ∫∫ −∫ ≥ 

2 ( )d

0 01 / 2 {1 / 2
tn

tk
v u u

eδ δ
− ∫ −  

0
( )d

12 ( )d 2 }
s

n

k

t v u u

t
K e H s s α∫ −∫ , 

又由(11)式可得, 当 t →∞时, 有: 

2

( )
| ( ) ( ( ) ( )) ( ( ))d |n

n n

t

n t r t
E x t v u B s u f x u u

−
− + ,∫ ≥  

2 ( )d2 2 2
0 03 / 20 3 / 20 0

tn

tk
v u u Je eδ δ

−
−∫ >≥ . (12) 

另一方面, 因为(5)式的零解是均方渐近稳定
的 , 当 t →∞ 时 , 有 2 2

1( ) ( ) 0kE x t E x t t ψ| | = | , , | → . 
从而由条件(iii)和 ( )n nt r t− →∞ ( )n →∞ , 可得当

n →∞ 时 , 
( )

| ( ) ( ( ) ( )) ( ( ))n

n n

t

n t r t
E x t v u G s u f x u

−
− + , ⋅∫  

2d | 0u → 与 (12)式矛盾 . 因此 , 当 t →∞ 时 , 有

0
( )d

t
v u u →∞∫ 成立.   　 

例 在(6)式中令 ( ) ( ) ( )tr t e v t a t uθ θ β−= , = , , = , 
其中, θ β, 为待定常数. 则, 

( ) ( )d ( )
u

t
G t u a u u tω ω β, := , = −∫ ; 

( )
( ( )) ( ( ))d

t r t t

t
G t t r t a u t r t u e θβ

− −, − := , − = −∫ , 

且, 

( )
( ) ( ) d (

t

t t

t r t t e
G t u v u u t u

θ
β β

−− −
| , + | − +∫ ∫≤  

2)d / 2 t tu e eθ θθ β θ− −= + ; 
( )d

0
( ( )) ( ( )) 1

t

s
t v u u
e G s s r s v s r s
−∫ | , − + − || −∫  

2( ) d 1 t t tr s s e te teθ θ θβ θ− − −′ | = − + + + +  
2 t te eθ θβ β− −− ; 

( )

0 ( )
( ) ( ) ( ) d d

t

s
t sv u du

s r s
e v s G s u v u u s
−

−

∫ | | | , + |∫ ∫ ≤ 
2 2/ 2 / 2t t te e teθ θ θβ β θ− − −− + + ; 

( )d d

0 0
( ) d 1

t t

s s
t tv u u u te v s ds e s e

θ θθ
− − −∫ ∫| | = = −∫ ∫ , 

则, 
( )d

( ) 0
( ) ( ) d

t

s
t t v u u

t r t
A G t u v u u e

−

−

∫:= | , + | + ⋅∫ ∫  

( ( )) ( ( )) 1 ( ) dG s s r s v s r s r s s′| , − + − || − | +  
( )d

0 ( )
( ) ( )

t

s
t sv u u

s r s
e v s G s u
−

−

∫ | | | , +∫ ∫  

( )d

0
( ) d d ( ) d

t

s
t v u u

v u u s e v s s
−∫| + | | =∫  

2 3 / 2t t t te te e eθ θ θ θθ β β β− − − −+ − + . (13) 

对 (13)式求导 , 可得 2 t tA e eθ θθ β− −′ := − + −  
2 22 3 / 2 ( / 2)t t tte e eθ θ θθβ θβ θβ θ β θβ− − −+ − − + + −≤

tte θθβ − . 
取 1 / 2 1 / 6θ β= , = , 则 0A′ < . 故 A为单调递

减, 并在 0t = 处取得最大值为 / 2 1 / 2 1 /θ β+ = +  
12 7 / 12= .  
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此外,  
2 ( )d 1/2 2 1/2

0
( d ) (1 / 2 (1 ))

t

s
t v u u tB e s e θθ

− −∫:= = −∫ ≤ 
1/2(1 / 2 ) 1θ = . 

令 ( ) / 2, ( ) / 3f x x g t x x= , = , 则 1 21 / 2K K= , =  
1 / 3 , 显然 1 2 1 / 2 7 / 12 1 / 3 1 15 /K A K B+ = × + × =  
24 1α:= < . 
定理 1的条件(i)、(ii)、(iii)满足.   
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Solution Stability for a Class of Integral-differential Equations 

CHEN Li, HU Liang-gen* 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In this paper, the authors investigate the solution stability issues concerning nonlinear stochastic 
integral-differential equations given as  

 
( )

d ( ) ( ( ) ( ( )))d d ( ( ))d ( ) 0
t

t r t
x t a t s f x s s t g t x t B t t

−
= − , + , ,∫ ≥  

with variable delay ( )r t , where ( ) 0( 0)xg x x⋅, > ≠  in a neighborhood of 0x = . Using the fixed point theorem, 
the sufficient and necessary conditions are given to ensure the solution of stochastic integral-differential equation 
to be mean square asymptotically stable. Meanwhile, one example is offered to help explain the obtained results.  
Key words: Stochastic integral-differential equation; fixed point theory; mean square; asymptotically stable; 
variable delay  
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