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摘要: 讨论了如下定义的带粗糙核的超奇异积分算子: 
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1 引言和主要结果 

研究超奇异积分算子 
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这里 0α≥ , Ω 为 1( )q nH S − 中的函数, ( 1) /q n= −  

( 1 )n α− + , 且 ( ) ( ), 1| |h y Rγ γ+∈Δ > . 这类奇异积分

算子由文献[1]引入, 并建立了 , ,hTΩ α 的 ( , )p pL Lα 有

界性, 1 p< < ∞．笔者将研究算子 , ,hTΩ α , 0 1α <≤

的加权有界性, 所考虑的权是由文献[2]引入的某

类径向权． 

定义 1  设 1( ) 0, ( ) ( )locx x L Rω ω +∈≥ ．如果存在

常数 0C> , 不等式 ( ) ( )M x C xω ω≤ 对几乎处处的 x∈  

R+成立, 其中Mω 是在 R+上的 Hardy-littlewood

极大函数, 则称 1( )A Rω +∈ . 

设 ( )xω 是 nR 上的非局部可积函数, 对1 p< <  

∞ , 若存在常数 0C > , 使得: 
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这里Q取边长平行于坐标轴的 n维区间, 称 ( )xω ∈ 
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定义 2  若 1
1 2( ) (| |) (| |) px v x v xω −= , 满足 iv ∈  

1( )A R+ 单调下降, 或者 2
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下面给出 2个加权空间的定义． 

加权 ( )pL ω 空间的范数定义为: 
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加权 ( )pLα ω 空间的范数定义为: 
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定理 1  设Ω 为 1( )q nH S − 中的函数, (q n= −  
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1) / ( 1 )n α− + 且满足如下的消失性条件: 
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这里 β 是多重指标且 | | 1β ≤ , 若 /2( ) ( ),I
px A Rω +∈  

( ), 1,h Rγ γ+∈Δ > 0 1,α <≤ 则 当 |1 / 1 / 2 |p − <  

min{1/ 2,1 / }γ ′ 时 , 由 (1)式定义的奇异积分算子

, ,hTΩ α 是 ( ( ), ( ))p pL Lα ω ω 有界的, 且 
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其中常数 C与 f 无关. 

为证明以上定理, 需要利用 1( )(0 1)q nH S q− < <

的原子分解理论． 

定义 3  ( )a x 称为正则 ( , )q r 原子, 若满足如

下条件: (i) 1
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( ) 0,mP y′ = 这里 mP 是阶数 m N≤ 的球面调和多项

式, N是任一大于[( 1)(1/ 1)]n q− − 的整数. 

定义 4  ( )a x 称为例外原子, 若 || ( ) || 1a x ∞≤ .

若 1( )(0 1)q nH S qΩ −∈ < < , 具有原子分解 Ω =  

,j jj
c a∑  这里 ja 是例外原子或正则 ( , )q ∞ 原子 , 
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特别地, 若 1( )q nH SΩ −∈ 且满足积分消失条件

(2), 则所有原子 ja 可被选择为正则 ( , )q ∞ 原子． 

选择 ja 为正则 ( , )q ∞ 原子, 1( )q nH SΩ −∈ 进行

原子分解, 得到: 
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其中 0C> 是与 , ,f a ρ 无关的常数. 取 1(2 ,2 ]k k
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理证明, , ,a hT α 可分解为: 

, , ( ( ( ))) : ,a h j k k j k j
j Z k Z j Z

T f S T S f T fα + +
∈ ∈ ∈

= =∑ ∑ ∑
 

其中 ( )( ) ( )( ).k j k k j kT S f x S f xσ+ += ∗  

由文献[4]中性质 1证明可知: 
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其中 [ ]α 为不大于α 的最大整数. 

引理 1  设 0 1, aα <≤ 为 ( , )q ∞ 原子, (q n= −  

1) / ( 1 ), ( ), 1,n h Rγα γ+− + ∈Δ > 若 1 ,pγ ′< < < ∞ 这

里 γ ′是 γ 的共轭数. 令 
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若 /( ) ( )I

px A Rγω ′ +∈ ．则存在与 a无关的常数 C
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证明   不失一般性 , 设 sup ( ) (1, )p a B ρ⊂ ∩  
1,nS − 这里1 (1,0, ,0).= 由原子a的积分消失性, 有: 
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若 0 1α< < . 则由文献[5]中引理 2 的证明, 对
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其中M是Hardy-littlewood极大算子, Dα 是分数次
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一方面 
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对 2I 重复同样的过程, 我们有: 
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于是, 若 0 1α <≤ , 由式(6)和(7)得: 
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2 定理的证明 

因当 2γ > 时, 由 H o lder不等式易知 (R )γ +Δ ⊂  

2(R ) (R )γ + +Δ ⊂ Δ , 故只需证明当1 2γ≤ ≤ 时结论

成立即可. 

当1 2γ≤ ≤ 时, 即 |1 / 1 / 2 | 1 /p γ ′− < . 

下面估计 |1/ 1/ 2 | 1/p γ ′− < 时, jT f 的 pL 范数. 

设 1/ 1/ 1/ 2 0pγ ′− < − < , 即 2 2 / (2 ).p γ γ< < −  
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px A Rω +∈ , 可取 

( /2) 1 ( /2)
( /2) 1 ( /2)

( )
( ), || || 1.p p

p p
L

u L u
ω

ω ′ ′−
′ ′−∈ =

 
此处 ( / 2)p '是 / 2p 的共轭. 注意到对偶空间

的 Rieze 表示定理, 球坐标变换以及原子 a的积分

消失性, 有: 

/2

2 21/2 2
( ) ( )

|| ( | | ) || || ( | | ) ||p pk k k kL L
k k

T f T f
ω ω
= =∑ ∑

1

1( | | ( ) | / ( ) ( )
n n

k
kR I S

k

h t t a y f x tyα
−

+ ′ ′− ⋅∑∫ ∫ ∫
 

2 1d d | ) ( )d ( | | ( ) | /
n

kR I
k

y t u x x h t t α+′ = ⋅∑∫ ∫

1
( )[ ( ) ( 1)]d d | ( )d .

n k kS
a y f x ty f x t y t u x x

−
′ ′ ′− − −∫  

同样, 这里 1 (1,0, ,0)= . 不失一般性, 设 

原子的中心为1 . 由引理的证明过程有: 
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于是, 若 0 1α <≤ , 由式(8)~(10)得: 
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定理得证． 
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Abstract: By using Fourier estimates and Littlewood-paley theory, it is proved that the strongly singular integral 
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