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摘要: 从弱解的概念出发, 经过推理计算, 讨论了椭圆方程 div( )A u b u− ∇ + ∇ + Vu f= 弱解的一

阶导数和二阶导数的积分估计, 其中V , 2V , 2| | ( )b Kato Ω∈ , 2 ( )f L Ω∈ , 从而推广了目前已有的
结果. 
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椭圆方程弱解的正则性包括弱解的光滑性及

其各阶导数的积分估计, 这些正则性往往依赖该
椭圆方程的系数正则条件, 系数具有的光滑性不
同决定了椭圆方程弱解的存在性、连续性、光滑性

等方面的差异. 对具有光滑系数的椭圆方程的弱
解的正则性研究已得出近乎完美的结论[1-2]. 近年
来, 由于实际应用的需要和研究的深入, 人们对带
有粗糙系数的椭圆方程解的性质产生了浓厚兴趣, 
并得到了一些结果[3-4]. 其中 Kurata 在文献[4]中研
究了 div( )A u b u− ∇ + ∇ + 0Vu = 这一种方程弱解的

局部有界性和连续性 , 同时还给出了方程解的
Harnack不等式. 该方程系数满足: 

(a) ( ) ( ( ))ijA x a x= , ( ) ( )ij jia x a x= . 
(b) 存在两正常数η λ≥ , 使得对于任意的

x Ω∈ , nRξ ∈ , 有 2| |λ ξ ≤ 2( ) | | .ij i ja x ξ ξ η ξ≤  
(c) V , 2| |b ( )loc

nk Ω∈ . 
最近, 陶祥兴及其研究团队[5-8]对含 Kato 类粗

糙系数的 Schrodinger型方程在 Lipschitz区域上的
边值问题的存在性和正则性估计给出了一系列结

果. 稍早结果也可见贾厚玉和金永阳等人工作[9-10]. 
笔者主要是在已有结果的基础上研究有界开区域

上一类具有粗糙系数的椭圆方程弱解 u的正则性
问题 . 假设 Ω 是 ( 3)nR n≥ 中的有界开区域 , V , 

2V , 2| |b 属于 Kato 类, 考虑在区域Ω 上的如下非
齐次散度型椭圆方程: 

div( )A u b u Vu f− ∇ + ∇ + = , (1) 
其中系数满足: 

(1) ( ) ( ( ))ijA x a x= , ( ) ( )ij jia x a x= . 
(2) 存在正的常数 η λ≥ , 使得对任意的

x Ω∈ , nRξ ∈ , 有 2| |λ ξ ≤ 2( ) | |ij i ja x ξ ξ η ξ≤ . 
(3) 存在 0l > , 使得对于任意的 x , y Ω∈ , 

有 | ( ) ( ) | | |ij ija x a y l x y− −≤ . 
(4) V , 2V , 2| |b ( )nk Ω∈ . 
得到的主要结论如下:  
定理1  设方程(1)的系数满足条件(1)~(4), Ω

是 ( 3)nR n≥ 中的有界开区域, 如果 RB Ω⊂ , 则对
于任意的 2 ( )f L Ω∈ , 方程的解u满足以下估计: 

1 2 2
2

( ) ( ) ( )
|| || (|| || || || )

RH B L L
u C f R u

Ω Ω
−+≤ , 

其中C仅依赖于 n , λ , R . 
定理 2  设方程(1)的系数满足条件(1)~(4), Ω

是 ( 3)nR n≥ 中有界开区域, 如 RB Ω⊂ , Ω Ω′⊂⊂  
(即Ω′是Ω 的紧子集), 则对于任意的 2 ( )f L Ω∈ , 
方程的解u满足下述正则性: 

2 1 2( ) ( ) ( )
|| || (|| || || || )

H H L
u C u f

Ω Ω Ω′
+≤ , 

其中C仅依赖于 n , λ , l .  

1 预备知识 

定义 1  我们称u是方程(1)的弱解, 若对任意
的 0 ( )Cφ Ω∞∈ , 下列等式成立: 
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( )d dij j ia u b u Vu x f x
Ω Ω

φ φ φ φ∂ ∂ + ∇ + =∫ ∫ . 

定义 2  若 2

( )0
limsup | ( ) | / | | d 0

r

n

B xr x
f y x y y

Ω

−

→ ∈
− =∫ , 

则称 ( )f Kato Ω∈ , 以下简记为 ( )nf K Ω∈ . 

定义 3  我们称 ( )loc
nf K Ω∈ , 若对于Ω 的任

一紧支集Ω′ , 有: 

2( )0

| ( ) |limsup d 0
| |r

nB xr x

f y y
x yΩΩ

−′∩→ ∈
=

−∫ . 

引理 1[4]  若 ( )nf K Ω∈ , 1
0 ( )u H Ω∈ , 则对

任意的 0ε > , 存在一个常数使得如下不等式成立: 
2 2 2| | d | | d df u x u x C u xεΩ Ω Ω

ε ∇ +∫ ∫ ∫≤ . 

笔者采用以下记号约定: 

1 2

1 1

,
, 1

/ ( , , , ),

,div ,

, .

     

  

i i n

n n

i i i i
i i

n

i j i j
i j

u u x u u u u

b u b u b b

A u u a u u

= =

=

′∂ = ∂ ∂ ∇ = ∂ ∂ ∂

⋅∇ = ∂ = ∂

< ∂ ∂ >= ∂ ∂

∑ ∑

∑

 

1 1,2 2 2( ) ( ) { ( ) : ( )}H W u L u LΩ Ω Ω Ω= = ∈ ∇ ∈ , 
2 2,2

2 2 2 2

( ) ( )
{ ( ) : ( ), ( )},

H W
u L u L u L

Ω Ω

Ω Ω Ω

= =

∈ ∇ ∈ ∇ ∈
 

1 1,2

2 2,2

( ) ( )

2 2 1/2

2
( ) ( )

2 2 2 1/2

|| || || ||

{ | ( ) | d | ( ) | d } ,

|| || || || { | ( ) | d

| ( ) | d | ( ) | d } .

H W

H W

u u

u x x u x x

u u u x x

u x x u x x

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω

= =

+ ∇

= = +

∇ + ∇

∫ ∫
∫

∫ ∫

  

2 2H 估计 

以下给出定理 1和定理 2的证明. 
定理 1的证明:  
令 0 ( )Cϕ Ω∞∈ , 0 1ϕ≤ ≤ , 且在 RB 上 1ϕ ≡ , 

则由系数条件(2)可得: 

   

2 2 2

2

2 2 2

2 2

| | d , d

, ( ) d 2 , d

, ( ) d d

| | d .

nR
u x A u u x

A u u x A u u x

A u u x u x

C u x

Ω

Ω Ω

Ω Ω

ε Ω

λ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ε ϕ

ϕ

∇ ∇ ∇ =

∂ ∂ − ∂ ∂

∂ ∂ + +

∇

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫
∫

≤

≤
 

下面估计上式第一项 2
1 , ( ) dI A u u x

Ω
ϕ= ∂ ∂∫ , 

取 2uϕ 为试验函数代入方程, 得: 
2 2, ( ) d dA u u x fu x

Ω Ω
ϕ ϕ∂ ∂ + +∫ ∫  

2 2 2d d db uu x Vu x fu x
Ω Ω Ω

ϕ ϕ ϕ∇ + =∫ ∫ ∫ , 

则 
2 2 2

1 d dI fu x b uu Vu x
Ω Ω Ω

ϕ ϕ ϕ= − ∇ −∫ ∫ ∫ ≤ 

2 2 2 2 2 2d d | | du x C f x u xεΩ Ω Ω
ε ϕ ϕ ε ϕ+ + ∇ +∫ ∫ ∫

 2 2 2 2 2| | d | | d .C b u x v u xε Ω Ω
ϕ ϕ+∫ ∫  

由引理 1知: 
2 2 2

2 2 2 2

(| | | |) d

| | d d ,

b v u x

u x C u x
Ω

εΩ Ω

ϕ

ε ϕ ϕ

+

∇ +

∫
∫ ∫

≤
 

1
0 ( )u H Ω∈ , 2| |b , ( )nV K Ω∈ . 

于是有: 
22 2 2 2 2

1 d | | d d ,I C f x u x C u xε Ω Ω Ω
ϕ ε ϕ ε ϕ+ ∇ +∫ ∫ ∫≤

则 

   

2 22 2 2 2

2 2 2 2

| | d d | | d

d | | d ,

u x C f x u x

C u x C u x

εΩ Ω Ω

ε εΩ Ω

λ ϕ ϕ ε ϕ

ϕ ϕ

∇ + ∇ +

+ ∇

∫ ∫ ∫
∫ ∫

≤
 

从而得: 

   
2 2 2 2 2 2| | d d | | d ,u x C f x C u xε εΩ Ω Ω
ϕ ϕ ϕ∇ + ∇∫ ∫ ∫≤  

1 2 2
2

( ) ( ) ( )
|| || (|| || || || )

RH B L L
u C f R u

Ω Ω
−+≤ . 

定理 1证毕. 
定理 2的证明: 
证明  记 i

iq f b D u Vu= − − , 由于 u是方程(1)
的弱解, 必适合 

d dij i ja DuD x q x
Ω Ω

ϕ ϕ=∫ ∫ , 
1
0 ( )Hϕ Ω∀ ∈ . (2) 

记在 1x 方向的平移算子为 hτ , ( ) (hu x u xτ = +  

1)he , 差分算子 (1 / )( )h hh IτΔ = − . 
设 1

0 ( )g H Ω∈ , g的支集  spt g Ω⊂⊂ , 对于 h <  
(1 / 2) { , } dist spt g Ω∂ , 取检验函数: hgφ −= Δ , 代
入(1)式后得: 

( ) d dh ij i j ha D u D g x q g x
Ω Ω −Δ = − Δ∫ ∫ . 

注意到 q的定义与 
( )h ij i h ij h i i h ija Du a D u D u aτΔ = Δ + Δ ,  

有: 
d

( ) d

h ij i h j

h ij i j h

a D uD g x

a D uD g q g x
Ω

Ω

τ

−

Δ =

− Δ + Δ

∫
∫ ≤

 

1 2 2( ) ( ) ( )
(|| || || || ) || ||

H L L
C u f Dg

Ω Ω Ω
+ . 
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上式用到了系数条件(4). 
取 0 ( )Cη Ω∞∈ , 令 2

hg uη= Δ , 则有: 

 
2 d

2 ( ) d

h ij i h j h

h ij i h j h

a D uD u x

a D u D u x
Ω

Ω

η τ

ητ η

Δ Δ

− Δ Δ +

∫
∫

≤
  

  
1 2 2

2

2 2
( ) ( ) ( )

( )

(|| || || || )(|| ||

2 || || ).
hH L L

h L

C u f D u

u
Ω Ω Ω

Ω

η

η

+ Δ +

Δ Δ
 

利用正定性条件与 Cauchy不等式, 则有: 

1 2

2 2 2

2 2
( ) ( )

| | d | | | | d

(|| || || || ).

h h

H L

Du x C D u x

C u f
Ω Ω

Ω Ω

λ η ηΔ Δ +

+

∫ ∫≤
 

于是有: 
  2 1 2

2 2 2
( ) ( ) ( )

|| || (|| || || || )h L H L
Du C u f

Ω Ω Ω
ηΔ +≤ . 

适当选取η , 利用文献[2]附录 1中命题 1.8可
知 2

1 ( )D Du L Ω′∈ , 考虑任意方向的差分算子, 则
有u 2 ( )H Ω′∈ , 且满足估计式: 

2 1 2( ) ( ) ( )
|| || (|| || || || )

H H L
u C u f

Ω Ω Ω′
+≤ .  

定理 2证毕. 
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Regularity of Nonhomogeneous Divergence Elliptic Equation 
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Abstract: Based on the definition of the weak solution, through inference and calculating, we mainly consider 
the integral estimation of the elliptic equation’s weak solution in this paper. The elliptic equation takes such a 
form as div( )A u b u Vu f− ∇ + ∇ + = , whereV , 2V , 2| | ( )b Kato Ω∈ , 2 ( )f L Ω∈ . The work in this paper extends 
the results previously published. 
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