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基于分支限界的关键路径求解算法 
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摘要: 提出一种基于分支限界的关键路径求解算法, 将电路拓扑结构表示成有向带权网(WOEN), 
寻找汇点, 使节点到汇点的最大路径时延为该节点分支限界的最小限值, 剪去违反分支限界最
小限值的局部非关键路径的连接边以化简 WOEN. 新算法采取节点最大时延链表的存储结构, 
使得 WOEN的存储空间、关键路径计算空间以及计算结果的存储空间共享同一存储空间. 算法
用C语言实现, 并在 ISCAS标准电路上加以测试. 结果表明: 新算法比现有算法所需的存储空间
更小, 求解关键路径的速度更快.  
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电路的时延一直是集成电路的关键指标之一, 
但随着集成电路制造工艺向亚微米及深亚微米发

展, 电路规模越来越大, 对时延的估计和优化也越
来越困难. 电路时延的估计和优化归根结底为关
键路径的寻找[1], 因此如何有效及准确地求解关键
路径一直是一个受到关注的问题.  
当前, 国内外对于求解关键路径算法的研究

有很多, 最常用的是拓扑排列算法[2-3]. 该算法采
用拓扑排列和拓扑逆序排列, 分别计算出最早发
生时间和最迟发生时间来判断关键路径的连接边. 
再根据关键路径的连接边来寻找电路的关键路径

以及估计关键路径时延. 基于该思想, 研究者们提
出了多种仅需一次拓扑排列的关键路径算法. 根
据算法采用存储结构、算法的存储空间以及运算复

杂度的不同, 算法采用的存储结构主要可分为十
字链表[4]、邻接矩阵[5-6]、稀疏矩阵[7]以及邻接表[8-9]

等几种. 比较而言, 文献[9]采用 WOEN 存储空间
和计算空间共享的方法, 实现了所需存储空间相
对较少的目的. 然而, 现有算法都是在完整保留
WOEN 所有连接边的基础上查找关键路径, 从而
导致了运算量大, 而且运算结果需要额外的空间
加以存储, 也就造成现有算法存在存储空间大、速

度慢的缺点. 
笔者提出了一种基于分支限界的算法, 通过

剪去局部非关键路径连接边简化 WOEN, 实现关
键路径的求解. 在求解过程中, 通过构建节点最大
时延链表的存储结构进行存储, 使得 WOEN 的存
储空间、关键路径计算空间以及计算结果存储空间

共享同个存储空间, 从而达到进一步减少存储空
间、加快求解速度的目的.  

1 理论基础 

1 条路径由若干的电路单元和线网组成. 路径
时延指的是信号经过该路径的时间间隔, 它包括
两个部分: 电路单元本身的时延和互连线电阻电
容引起的时延. 为研究方便, 在求解集成电路关键
路径的算法中, 将集成电路拓扑网转换成向带权
网(Weight on Edge Network, WOEN). WOEN中
的节点表示电路单元; 有向连接边表示电路的连
接情况; 边上的权值表示电路中所对应的连接边
以及与该连接边作为输出电路单元的总时延. 因
此, WOEN表示整个电路的拓扑情况. 为方便起见, 
给出如下定义.  
定义 1  设 N=<V, E, W>为有向带权网, 其中, 
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V为节点的集合; E为有向连接边的集合; W为有向
连接边上权值的集合. 如果 N满足: (1) N是 1个简
单的有向带权无环网; (2) 1个节点的输入个数称为
入度, 输出个数称为出度, N中有 1个入度为 0的
源点和 1个出度为 0的汇点; (3)从节点 vi到节点 vj

的有向连接边上带有权值 wij, 称此 N为WOEN.  
定义 2  如果有 1 条从节点 vi(i=0,1,⋯,n-1)到

节点 vj (j≠i, j=0,1,⋯,n-1)的有向连接边, 则称节点
vj为节点 vi的分支节点. 如果节点 vi的出度为 m, 
则节点 vi有 m个分支节点.  
定义 3  节点最大时延链表 CP[vi]=<len;BV> 

(i=0,1,⋯,n-1), 其中, len表示节点 vi到汇点的最大

时延, 即节点 vi的分支限界的最小限值; BV={bv1, 
bv2,⋯,bvm}表示节点 vi的m个分支节点以及节点 vi

到各个分支节点的时延. 例如, bvk=<vj, wij>(k=0, 
1,⋯,m; i=0,1,⋯,n-1; j≠i, j=0,1,⋯,n-1), 其中, 节点
vj是节点 vi的分支节点, 权值wij表示从节点 vi到分

支节点 vj的时延.  
例如图 1中节点最大时延链表的表示结果为: 
CP[v5]=<0; NULL>; CP[v4]=<1; v5,1>; CP[v3] = 

<1; v5,1>; 
CP[v2]=<3;v4,2;v3,1>;CP[v1]=<3; v3,2>; CP[v0]= 

<5; v2,2; v1,2>. 

 
图 1  简单电路的WOEN 

分支限界算法通常被用来快速缩小解的搜索

空间[10]. 所谓分支限界算法是将待求解问题分解
为子问题, 并对这些子问题确定限界, 以进行逐步
求解的方法. 其基本思想是对有约束条件的最优
化问题的所有可能解(数目有限)空间进行搜索, 将
全部可能解的解空间不断分割为越来越小的子集

(称为分支), 并为每个子集内的解值计算 1 个下界
或上界(称为限界). 并在每次分支后, 剪去超出限
界的分支, 以提高搜索效率. 该过程一直进行到找
出优化解为止, 该优化解的值不超出任何子集的
限界. 因此这种算法可以求得最优解.  

笔者将分支限界算法应用于关键路径的求解, 
其基本方法如下:  

(1) 由于求解关键路径问题的目标是计算电
路时延最大的路径, 可设定目前最优解值为 len=0.  

(2) 从尚未被经历的节点中读取 1 个节点 vi, 
计算节点 vi到汇点的最大时延. 应用分支限界算法, 
若节点 vi有 m 个出度, 则从节点 vi输出的 m 个节
点都是节点 vi的分支节点. 根据分支限界法则, 依
次计算从节点 vi经过这 m 个分支节点到达汇点的
时延, 将计算出的最大时延设置为分支限界的最
小限值. 如果节点 vi通过某个分支节点到达汇点时

的时延大于分支限界的最小限值, 那么更新节点 vi

分支限界的最小限值, 仅保留节点 vi与该分支节点

的连接边, 剪去节点 vi与其他计算过的分支节点的

连接边. 但是, 如果节点 vi通过某个分支节点到达

汇点时的时延小于分支限界的最小限值, 说明该
分支节点违反了分支限界的最小限值, 则剪去节
点 vi与该分支节点的连接边. 因此, 求解后节点 vi

的分支限界的最小限值就是节点 vi 到汇点的最大

时延.  
(3) 源点分支限界的最小限值就是从源点到

汇点的最大时延, 即关键路径时延.  
按照上述步骤, 即可求解电路的关键路径.  

2 建议算法 

设定节点到汇点的最大路径时延为分支限界

的最小限值, 剪去 WOEN 中违反分支限界最小限
值的连接边, 使 WOEN 中的连接边数不断收缩, 
从剩下的可连通的连接边中来确定关键路径.  
2.1 算法的数据结构 
为使 WOEN 的存储、算法计算空间以及结果

共享同个存储空间, 算法中采用节点最大时延链
表进行存储, 从而在 WOEN 的存储空间中完成算
法的计算和计算结果的存储. 存储结构设计如下:  

(1) 节点最大时延链表 CP 用来存储节点分支
限界的最小限值. WOEN中的节点 vi到汇点的时延

CP[vi].len就存储在 CP中第 i个节点中, 方便后序
计算中随机的访问链表.  

(2) 节点最大时延链表 CP 的分支节点(branch 
node)表示节点与分支节点的连接情况.  
2.2 算法的步骤 
所建议的算法是一种递推算法, 对电路拓扑

网按照拓扑逆序排列, 依次计算出每个节点到汇
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点的分支限界的最小限值. 由于采用拓扑逆序排
列, 因此在计算过程中, 排在队列后面的节点计算
只需要用到排在队列前面节点的计算结果, 所以
没有递归和重复操作, 使得计算速度更快.  
2.2.1 将电路拓扑网转换成WOEN 

在电路的拓扑网中添加 2个节点. 在所有的原
始输入电路单元前面加 1个节点, 该节点的入度为
0, 并称为源点(in), 此时将源点与每个原始输入电
路单元相连, 并且连接边上的权值(即时延)为 0; 
在所有原始输出电路单元之后加 1个节点, 该节点
的出度为 0, 并称为汇点(out), 将每个原始输出电
路单元都与汇点连接, 并且连接边的权值(即时延)
也为 0. 此时, 就可将 1 个电路的拓扑网转换成 1
个WOEN.  
2.2.2 初始化节点的最大时延链表 

节点最大时延链表CP按照节点编号的顺序结
构进行存储, 以方便后序计算中随机地访问某个
节点最大时延链表.  

节点最大时延链表CP的表头表示各个节点分
支限界的最小限值, 如 CP[vi].len 表示节点 vi的分

支限界的最小限值. 初始化节点最大时延链表的
表头, 使得每个节点分支限界的最小限值为 0, 即
CP[vi].len=0(i=0,1,⋯,n-1).  

节点最大时延链表CP的分支节点表示各个节
点与分支节点的连接情况, 初始化为整个电路的
WOEN连接情况.  
2.2.3 求出各个节点分支限界的最小限值 

按照拓扑逆序排列, 依次计算节点到汇点的
最大时延, 并赋值给该节点分支限界的最小限值, 
保留该节点与分支限界最小限值所对应的分支节

点连接边, 剪去该节点与其他分支节点的连接边. 
不失一般性: 设当前计算的节点为 vi, 若节点

vi的出度为 m, 则节点 vi有 m 个分支节点. 若有 1
条从节点 vi到节点 vj的有向连接边, 则节点 vj为节

点 vi的分支节点, 计算节点 vi与分支节点 vj的连接

边时, 节点 vi分支限界的最小限值的取值如下:   
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其中, CP[vi].len表示节点 vi的分支限界的最小限值, 

由于按照拓扑逆序排列顺序计算, 所以 CP[vj].len
已经被求解出来了.  
如果 CP[vj].len+wij>CP[vi].len, 其表示分支节

点 vj 对应的分支节点最小限值大于其他计算过的

分支节点所对应节点分支限界的最小限值, 所以
更新节点 iv 分支限界的最小限值为 CP[vj].len+wij, 
即 CP[vi].len=CP[vj].len+wij, 同时使计算过的分支
节点中仅保留节点 vi与分支节点 vj的连接边, 剪去
节点 vi与其他计算过的分支节点的连接边.  

如果 CP[vj].len+wij=CP[vi].len, 则节点 vi分支

限界最小限值 CP[vi].len 不变, 并保留节点 vi与分

支节点 vj的连接边.  
如果 CP[vj].len+wij<CP[vi].len, 表示分支节点

vj违反了节点 vi的分支限界的最小限值, 则剪去节
点 vi与分支节点 vj的连接边.  
2.2.4 计算关键路径时延并确定关键路径 

重复 2.2.3节的步骤, 直到计算出源点 in的分
支限界的最小限值. 计算结束后, 源点 in的分支限
界的最小限值 CP[in].len就是电路从源点到汇点的
最大时延, 即电路的关键路径时延. 计算结束后剩
下的从源点到汇点可连通的任意一条路径都是关

键路径.  
2.3 算法举例 
如求下列四输入、两输出电路的关键路径, 其

电路拓扑网如图 2 所示, 添加源点 in 和汇点 out, 
将电路拓扑网转换成WOEN, 如图 3所示. 

 
图 2  电路拓扑网 图 3  电路对应的WOEN 

进行拓扑逆序排列, 此 WOEN 的拓扑逆序排
列结果是: out, v5, v4, v8, v7, v6, v1, v2, v3, v0, in.  
初始化节点最大时延链表 CP, 使每个节点分

支限界最小限值为 0, 即 CP[in].len=0, CP[vi].len= 
0(i=0,1,⋯,n-1), CP[out].len=0. 节点最大时延链表
的分支节点表示电路 WOEN 的节点与分支节点的
连接情况. 初始化结果如图 4所示.  
按照拓扑逆序排列的结果, 依次计算出各个

节点分支限界的最小限值, 保留节点与分支限界
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最小限值对应的分支节点的连接边, 同时剪去节
点与违反分支限界最小限值的分支节点的连接边, 
一直到计算出源点为止.   
例如求解CP[v7].len节点 v7的分支节点为 v4, v5

和 v8. 按照拓扑逆序排列, 节点 v4, v5, v8均排在节

点 v7 的前面, 因此它们分支限界的最小限值已求
出, 分别为 CP[v4].len=6, CP[v5].len=0, CP[v8].len= 
6. 在此基础上, 求解节点 v7 的分支限界的最小限

值的步骤如下:  
(1) 计算第 1个分支节点 v4, 由于 CP[v4].len+ 

w74=6+2=8>CP[v7].len=0, 因此将节点 v7 的分支限

界最小限值更新为CP[v4].len+w74, 即CP[v7].len=8, 
由于此时只计算了分支节点 v4, 所以直接保留节点
v7与分支节点 v4的连接边;  

(2) 计算第 2个分支节点 v5, 由于 CP[v5].len+ 
w75=0+5=5< CP[v7].len=8, 表示分支节点 v5违反了

节点 v7的分支限界最小限值, 所以剪去节点 v7与

分支节点 v5的连接边;  
(3) 计算第 3个分支节点 v8, 由于 CP[v8].len+ 

w78=6+2=8=CP[v7].len=8, 所以保持节点 v7 的分支

限界最小限值不变, 同时保留节点v7与分支节点v8

的连接边;  
计算后的最大时延链表如图 5所示, 源点 in的

分支限界最小限值 CP[in].len=19 就是电路从源点
到汇点的最大时延, 即电路的关键路径时延.  
从源点开始搜索, 得到的任一从源点到汇点

的可连通的路径都是关键路径, 如图 6所示.  

 
图 6  电路的关键路径网 

3 实验结果及分析 

所提出的算法已经用 C 语言加以实现, 并在
Visual C++ 6.0下运行. 在 ISCAS标准电路上加以
测试, 结果如表 1所示, 由于算法执行的时间很短, 
而运行该程序的计算机的最小时间分辨率是 16 ms, 
若只执行 1次会使结果的精确度降低, 所以重复执
行, 以取得更精确的执行时间. 表 1 中的求解时间
是算法执行 100次的时间. 由表 1可见, 所提出的
算法与已发表结果比较, 存储空间有比较明显的
降低, 求解时间有比较明显的减少.  
3.1 存储空间分析 
设拓扑有向带权网 N=<V, E, W>是个具有 n个

节点 e条边的WOEN, 在现有算法中, 文献[9]所提
出的算法所需要的存储空间最小, 它采用扩展邻
接表存储, 使 WOEN 的存储空间和关键路径计算
空间共享, 其存储空间为 7n+3e+2h (h 为重复的节
点数), 其中, n个节点需要 4n个存储空间, e条边需
要 3e 个存储空间, 运算结果保存需要 2n+2h 个存
储空间, WOEN 拓扑排序编码需要 n 个存储空间. 
笔者提出的算法采用节点最大时延链表的存储结

构进行存储, 存放节点最大时延链表表头需要 2n
个存储单元, 存放节点最大时延链表分支节点需

  
图 4  初始化的节点最大时延链表 图 5  计算后的节点最大时延链表 

表 1  求解关键路径运行时间 

电路名称 S27 S208 S344 S386 S400 S420 S510 S1196 S1238

节点数/个 19 136 179 164 188 299 304   674   721

边数/条 31 219 314 365 373 481 530 1 185 1 285

文献[3]结果/(s-1) 0.097 0.203 0.219 0.328 0.515 0.531 0.576 0.599 0.726

文献[9]结果/(s-1) 0.031 0.062 0.125 0.125 0.157 0.146 0.183 0.266 0.313

新算法结果/(s-1) 0.015 0.031 0.109 0.125 0.139 0.153 0.171 0.250 0.281
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要 3e 个存储单元, 拓扑逆序排列需要 n 个存储单
元, 因此, 算法共需 3n+3e 个存储单元, 比现有算
法节约了 4n+2h个存储空间. 对于集成电路中连接
度比较低(一般连接度为 30%)的情况[3], 节约的存
储空间是比较显著的, 而所提出新算法的空间复
杂度为 O(n+e).  
3.2 时间复杂度分析 
新算法在计算节点分支限界最小限值时, 每

个节点仅被计算 1 次, 因此外循环的次数为 n . 当
某个节点被计算时, 内循环次数等于该节点的出
度, 因此每条连接边也仅被计算 1 次, 没有递归操
作, 也没有重复操作, 总的时间复杂度降低为 O(e). 
执行速度快, 因此可视为是一种高效的算法.  

4 结论 

新算法基于分支限界的思想, 在求解关键路
径过程中, 通过剪去违反分支限界最小限值的连
接边的方法求解电路关键路径. 该算法直接利用
WOEN 的存储空间进行关键路径计算和计算结果
的存储, 无需额外空间, 所以算法具有 WOEN 的
存储空间、关键路径计算空间以及计算结果存储空

间共享同一存储空间的特点, 使求解关键路径所
需的存储空间进一步减少. 此外, 算法中求解关键
路径时延的操作和计算中不包含递归和重复操作, 
相比较其他算法则更为简单、快速.  
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Critical Path Algorithm Based on Branch-and-bound 

HU Mei-qun, XIA Yin-shui*, WANG Lun-yao 
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Abstract: A novel algorithm for finding critical paths based on branch-and-bound is proposed. By employing 
Weight On Edge Network (WOEN), those edges of the WOEN in non-critical paths will be removed during the 
evaluation thus at last one of the critical paths will be detected. Memory saving is implemented by storing the 
simplified WOEN, computing space and computing results in the shared memory. The algorithm is implemented 
in C and tested under ISCAS standard benchmarks. The proposed algorithm needs less memory and less time 
than those previously published algorithms. 
Key words: critical path; branch-and-bound; algorithm; delay; VLSI 
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