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ABSTRACT: The principles of the autoregressive (AR) model 
spectrum estimation and the inter-harmonics analysis based on 
the AR model are firstly discussed. To overcome the 
disadvantage of the Burg algorithm, a new method for 
analyzing inter-harmonics based on the Marple algorithm is 
presented. The m order AR coefficients are solved directly by 
minimizing the average power of the prediction error. So this 
algorithm is free from constraint of the Levinson recurrence 
formula. By using the Levinson order recurrence and additional 
time-shifting recurrence, the correlation matrix is solved 
efficiently. Compared with Burg algorithm, this method has the 
advantages of less bias in the frequency estimation and being 
absent of spectral line splitting. Experimental results show this 
method has high frequency resolution for analyzing short inter- 
harmonic signal. This method can be used in the inter-harmonic 
measurement of the power system. 
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摘要：首先详细讨论自回归(autoregressive，AR)模型谱估计

原理和基于 AR 模型的间谐波分析原理。针对其中较常用的

Burg 算法存在的谱线分裂和谱峰偏移的缺点，提出基于

Maple 算法的间谐波分析新方法。该算法通过在预测误差平

均功率最小的意义下直接求解 m 阶 AR 系数，解除了

Levinson 递推公式这一强约束条件。利用 Levinson 型阶数

递推和附加的时移递推来求解自相关矩阵，使计算效率得到

提高。与 Burg 算法相比，该方法的优点是谱峰偏移程度较

低，且不存在谱线分裂现象。仿真结果表明，该方法对较短

的间谐波信号进行分析，具有很高的频率分辨率。可推广应

用于电力系统间谐波测量领域。 
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0  引言 

电力系统中存在大量非线性负荷、变频调速装

置、同步串级调速装置及感应电动机。这些设备均为

间谐波源，其产生的间谐波严重污染了电网的环境，

并威胁到电网中各种电气设备的安全经济运行。因此，

对电力系统间谐波进行分析具有非常重要的意义[1]。 
目前，存在种类众多的间谐波检测方法。快速

傅里叶变换(fast Fourier transform，FFT)因其计算量

较小被广泛使用，但其频率分辨率不高[2]。加窗插

值FFT的效果虽然优于快速傅里叶变换，但其窗宽

一般高达几十个信号周期，检测实时性较差[3-6]。特

征值分解法，如Pisarenko算法[7-8]、Music算法[9-11]、

Esprit[12]算法和Min-Norm算法[13]等，也被用于电力

系统间谐波分析领域，但需要进行自相关矩阵估

计，导致运算量较大，硬件实现比较困难。自回归

(autoregressive，AR)模型谱估计方法中的Burg算法

具有很高的频率分辨率，并且由于采用Levinson递
推，可根据观测数据直接求取AR模型参数，避免了

自相关矩阵估计，计算效率得到了提高，故被应用

于电力系统间谐波分析中[14-16]。但由于Levinson递
推公式这一强约束条件使其出现谱峰偏移和谱线

分裂现象[17]，导致谱分析性能降低。 
本文介绍AR模型谱估计原理，阐述基于AR模

型的间谐波分析原理，针对AR模型中较常用的Burg
算法存在的缺点，提出基于Marple算法[17]的电力系

统间谐波谱估计方法。与Burg算法相比，该算法对

初始相位不敏感，频率偏移程度较低，且不存在谱

线分裂现象[17]。并且，该算法同样采用Levinson递
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推的方式，计算效率较高，仿真结果验证了该方法

的有效性。 

1  AR 模型功率谱估计 

AR模型谱估计是现代谱估计中较常用的一种

方法。这是因为AR模型参数的估计可用解一组线性

方程的方法求得，计算较简单。m阶AR模型满足如

下差分方程[18]： 
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式中：w(n)为白噪声序列；信号 x(n)的功率谱估计为 
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由式(2)可知，如需得到信号的功率谱P(ω)，必

须首先求得AR模型参数(em, am(1),⋅⋅⋅, am(m))。 

2  基于 AR 模型的间谐波分析原理  

设含 M 个谐波和间谐波的周期信号为 
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式中：Ai、fi、ϕ i分别为第i个谐波的幅值、频率和

初始相位；fs为采样频率；η (n)为白噪声序列。 
式(4)可转化为如下形式[19]： 
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由式(3)可知 

 u(n) = y(n) −η (n) (6) 
将式(6)代入式(5)中，可得 
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式 (7)是一个自回归移动平均 (autoregressive 

moving average，ARMA)过程，这将导致一组非线

性方程，估计AR模型参数的线性方法[19]是 
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式中f2M (n)为 2M阶前向预测误差。令m = 2M，将式

(8)代入到式(7)中可得 
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由于式(9)与式(1)具有相同的形式，所以电力系

统间谐波可作为一个 AR 过程。并且可由式(2)求得

各次谐波和间谐波的频率信息。 

3  基于 Marple 算法的 AR 模型参数提取  
方法 

由式(2)可知，如果要得到信号的功率谱，首先

要求得AR模型参数。假定观察到的谐波信号中采样

点的数据为y(0), y(2),⋅⋅⋅, y(N −1)，其中N为采样点数。

由式(9)可知，m阶前向预测误差[18]为 

 
1

( ) ( ) ( ) ( )
m

m m
i

f n y n a i y n i
=

= + ∑ −  (10) 

为提取到信号的更多信息，可令 m 阶后向预测

误差为 
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m 阶前、后向预测误差的平均功率为 
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由式(10)~(12)可看出，AR模型谱估计方法对于

观测区间[0, N −1]外的样本未作任何假定，克服了

傅里叶变换及周期图谱估计的不足，具有更好的频

率分辨率。通常，AR模型参数是通过对式(12)中的

em极小化求得。Burg算法是其中较常用的方法，利

用前、后向预测误差平均功率最小准则先估计反射

系数km，再用Levinson递推公式由低阶到高阶来求

出AR模型的参数，避免了自相关矩阵估计和矩阵求

逆运算。但正是由于Levinson递推公式这一强约束

条件的影响，致使该算法易出现谱线分裂现象，尤

其是在信噪比较高、阶数选取较大以及初始相位为

 π /4 的奇数倍时。并且该算法对初始相位较为敏感，

导致与相位相关的谱峰偏移[17]。 
Marple算法从解除这Levinson递推公式一强约

束条件入手，在预测误差平均功率最小的意义下直

接求解m阶AR系数[17]。使得 
 ∂em/∂am(i) = 0,   i = 1,2,⋅⋅⋅,m (13) 

解式(13)得 
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式 (14) 中的自相关矩阵估计 Rm 是一个非

Toeplitz矩阵，不能利用Levinson递推关系，虽然式

(14)中的AR模型参数(em, am(1),⋅⋅⋅, am(m))可用直接

求解逆矩阵的方法得到，然而这样做计算量较大。

Marple算法将自相关矩阵估计Rm变换为Toeplitz矩
阵的组合： 
 Rm = (Tm)H

 Tm + (Tm
v

 )H
 Tm

v (16) 
式中：H表示共轭转置；Tm

v
 = (Tm J )*；Tm为一个

(N − m) × (m + 1)的Toeplitz矩阵，即 
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J为(m + 1) × (m + 1)的交换矩阵，即 
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Marple根据式(16)提出了求解AR模型参数的

Levinson型递推算法。即首先通过时移递推，阶数

不增加，前向预测右移一步，由(ei, ai(1),⋅⋅⋅, ai(i))推
出(ei', a i' (1),⋅⋅⋅, a i' (i))，然后进行阶数递推，将阶数由

i 增加为 i + 1 ，再由 (ei', ai' (1),⋅⋅⋅, ai' (i)) 推出 (ei+1, 
ai+1(1),⋅⋅⋅, ai+1(i +1))，这样便完成一次递推[20]。计算

终止的条件为 
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式中：参数am(m)为反射系数，必须满足| am(m)| < 1，
才能保证AR模型的稳定；em /e0为相对预测误差；

(em−1 − em) /em−1为预测误差变化率。当信噪比较高

时，为尽量提取出信号中的有用信息，ε 1和ε 2应选

用偏小的常数；当信噪比较低时，为避免噪声的影

响，则ε 1和ε 2不宜选取过低。通常，ε 1和ε 2取值范

围为 10−4~10−2。 
将最终求得的AR模型参数代入到式(2)中，可

得到各次谐波和间谐波的频率信息。其递推算法详

见文献[17]。在得到了信号频率信息的基础上，可

用非线性最小二乘的方法[11,13]进一步求得幅值和

相位信息，具体推导见附录A。 

4  算法复杂度分析 

为检验 Maple 算法的运算性能，本文选用了几

种典型的高精度电力系统间谐波检测算法来进行

对比研究，包括各种特征值法(如 Pisarenko 算法、

Music 算法、Espri 算法和 Min-Norm 算法等)和 AR
模型算法中 Burg 算法。由于各种特征值算法的共

同点都是需要进行自相关矩阵的估计，故可用自相

关矩阵来代替特征值法进行算法复杂度分析。各种

算法复杂度比较如表 1、2 所示。 
表 1  各种算法复杂度的比较 

Tab. 1  Comparison of computational complexity for 
various algorithms 

算法 乘法 加法 除法 存储量 
自相关矩阵

估计 
2Nm2

 − 

2m3
 + m2

2Nm2
 − 

2m3
 − m2 0 N + m2

Burg 算法
3Nm − m2

 − 

N + 6m + 1
3Nm − m2

 − 

N + 2m − 1 
m 3N + m + 2

Marple 
算法[17]

Nm + 9m2
 + 

2N + 25m − 3
Nm + 8m2

 + 

N + 7m − 8 
5m + 3 N + 4m + 15

表 2  各种算法复杂度的定量比较 
Tab. 2  Quantitative comparison of computational 

complexity for various algorithms 

乘法 加法 除法 存储量 
算法 N = 80 

m = 30
N = 100 
m = 40

N = 80 
m = 30

N = 100 
m = 40 

N = 80 
m = 30 

N = 100 
m = 40 

N = 80 
m = 30

N = 100 
m = 40

自相关

矩阵估计
90 900 193 600 89 100 190 400 0 0 980 1 700

Burg 
算法 

6 401 10 541 6 279 10 379 30 40 272 342

Marple
算法 

11 407 19 597 9 882 17 172 153 203 215 275

由表 1、2 可见，自相关矩阵估计的运算量和

存储量明显高于Burg算法和Marple算法，如果再将

矩阵的特征值分解运算考虑在内，特征值算法的运

算量和存储量将更高。而Marple算法与Burg算法通

过Levinson递推的方式求取AR模型参数，避免了自

相关矩阵估计，其运算量和存储空间都显著降低

了，更有利于硬件实现。并且从表 1 中的公式可看

出：自相关矩阵的时间复杂度为O(m3)，存储空间

复杂度为O(m2)；Marple算法和Burg算法的时间复杂

度为O(m2)，存储空间复杂度为O(m)，两者的差距

会随着问题规模的增大而不断增大。Marple算法和

Burg算法具有相同的时间复杂度和存储空间复杂

度，其运算量和存储量相差不大。 

5  仿真算例 

5.1  Marple 算法与 Burg 算法谱估计性能比较 
为了对两种算法的谱估计性能进行比较，在文

献[17]的基础上分别进行了两组实验。 
第 1 组实验用来检测谱峰偏移程度，设分析信

号为x(t) = sin(100πt + 5π / 18)，AR阶数为 2。实验结
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果如图 1(a)所示，其中ρ 为功率谱密度。 
第 2 组实验用来检测谱线分裂程度，设分析信

号为x(t) = sin(100πt + 3π / 4)。AR阶数为 4。实验结

果如图 1(b)所示。 
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图 1  Marple 算法和 Burg 算法的比较 

Fig. 1  Comparison of Marple and Burg algorithms 

两组实验中信号的采样频率为 1 kHz，采样点

数为 55。 
由图 1(a)可看出，由于Burg算法受到初始相位

的影响，导致其出现谱峰偏移。图中检测到的谱峰

为 47 Hz，与实际谱峰偏差为 3 Hz。而Marple算法

则对初始相位不敏感，频率偏移相对于Burg算法得

到明显改善，可精确检测到 50 Hz的谱峰。从   图
1(b)可看出，由于信号的初始相位(3π / 4)为 π / 4 的

奇数倍，并且由式(5)可知，相对于信号中仅含有的

基波分量，AR阶数(为 4)选取较大，故Burg算法易

出现谱线分裂现象。本来应该在 50 Hz(基波)出现的

谱峰分裂成 52 和 58 Hz两个谱峰。而Marple算法没

有出现谱线分裂现象，谱峰较为尖锐，谱估计性能

较好。 
5.2  多个谐波和间谐波分量检测。 

设信号除基波(50 Hz)外还含有 1.7、3、5.1、6.7、
7 和 9 次谐波分量，幅值分别为基波的 11%、5.7%、

6.2%、8.3%、6.8%和 2%，相位分别为π / 8、π / 4、
0、π / 8、π / 7 和 3π / 4；基波相位为π / 3。信号中加

入了 60 dB的高斯白噪声，信号的采样频率为

1 kHz，采样点数为 53。并根据式(6)设定 ε 1和 ε 2均

为 0.001。采用Marple算法与FFT算法得到的结果如

图 2 所示。 
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(b)  FFT 算法谱估计 
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图 2  功率谱估计结果 

Fig. 2  Results of the power spectral estimation 

由图 2(b)可看出，FFT算法受到非同步采样和

数据窗的影响，无法从图上提取到信号的全部谐波

和间谐波分量，也无法检测到各次谐波和间谐波的

精确频率信息，其谱估计效果较差。从图 2(a)可看

出，Marple算法可准确地检测到频率为 50、85、148、
255、333、350 和 449 Hz的 7 个谱峰，平均频率偏

差仅为 0.714 3 Hz，检测精度较高。从而进一步验

证了Marple算法的高分辨率特性。由于已对参数 ε 1

和 ε 2进行了设置，故Marple算法无需设定AR阶数。 

6  结论 

本文将Marple算法用于电力系统间谐波分析。

与Burg算法相比，该算法对初始相位不敏感，频率

偏移程度较低，且不存在谱线分裂现象。对较短的

谐波信号进行检测，能精确检测出各次谐波和间谐

波的频率信息。在设置了合适的参数 ε 1和 ε 2的情况

下，无需事先确定阶数，由于算法利用了Levinson
型阶数递推和附加的时移递推，计算效率高。同时，

从仿真结果可看出该方法不受非同步采样的影响。 
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附录 A 

首先，式(3)可表示为 
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在不考虑负频率分量的情况下，可得 
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式中 sj(2π / π / 2) 。 
1

ˆ( ) e
2

i i

M
f n fi

i

Ax n ϕ+ −

=

= ∑

令：
1 s 2 s s

1 s 2 s s

j2π / j2π / j2π /

j2π ( 1) / j2π ( 1) / j2π ( 1) /

1 1 1
e e e

e e e

M

M

f f f f f f

f N f f N f f N f− − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ，

ˆ ˆ ˆ ˆ[ ( ), (2), , ( )]x a x x N=X ，BB = [b1, b2,⋅⋅⋅, bM] ，T j( π / 2)e
2

ii
i

Ab

其中N为信号的采样点数，则有 

ϕ −= ，

  (A3) ˆ=AB X
根据最小二乘法可得 

  (A4) H 1 H ˆ( )−=B A A A X

实际信号中的 ˆ( )x n 是未知的，在允许一定误差的条件

下，可用x(n)代替 ˆ( )x n ，求出bi后，可根据式(A5)来计算信

号中各谐波和间谐波分量的幅值Ai和相位 ϕ i： 
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