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ABSTRACT: The mathematical model of output voltage is the 
theoretical basis for analyzing the errors of inductosyn and 
optimizing design of windings. For the current misdistribution 
caused by contiguity effect between the exciting windings not 
being taken into account in traditional mathematical model, the 
bigger calculation error of harmonic voltages is brought out 
when the high frequency alternating current flows in the 
exciting windings. A mathematical model of output voltage 
based on partial element equivalent circuit (PEEC) method was 
built, on the basis of which, current distribution characteristic 
of exciting windings was studied, the output voltages of 
induction windings were calculated in condition of different 
exciting frequency and different configuration parameters. The 
method to eliminate harmonic voltages was proposed by 
analyzing harmonic component of position function. The 
accuracy of the model was verified by experiment. 
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摘要：输出电势的数学模型是分析感应同步器误差及进行

绕组优化设计的理论基础。传统的数学模型未考虑激磁绕

组邻近效应引起的电流分布不均对输出电势的影响，从而

会在高频下带来较大的谐波电势计算误差。建立了基于部

分元等效电路方法的输出电势数学模型，研究激磁绕组的

电流分布特性，计算了激磁绕组在不同工作频率、不同结

构参数下感应绕组的输出电势，分析其位置函数的谐波成

分，并提出消除谐波电势的途径。最后通过实验验证了模

型的准确性。 
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0  引言 

感应同步器是一种高精度的位置传感器，被广 

泛应用于惯导测试系统中。感应同步器各种误差的

分析和计算都依赖于输出电势的准确计算，所以建

立感应同步器输出电势的数学模型具有重要的意

义。目前，输出电势的模型，如长线分布参数模型

和谐波电势模型等[1-2]，一般都假设导体截面上各点

电流是均匀分布的，而实际上由于电流在导片内的

趋肤效应、相邻导片的邻近效应和相间隔导片电流

的斥流效应，电流在导片中分布不均匀，且频率越

高，不均匀性越严重。 
部分元等效电路(partial element equivalent 

circuit，PEEC)是一种有效的电路建模和参数提取

方法，最初由IBM公司的Ruehli于 20 世纪 70 年代

在计算复杂集成电路的电感时提出[3-6]，后被广泛

应用于集成电路和P C B布线时部分参数的计 

算[7-11]。经过 30 多年的发展，延迟时间[12-13]、电 

介质单元[14]及非正交单元几何公式[15-16]的引入，

使部分元等效电路方法成为一种多用途的电磁求

解方法。PEEC方法从积分形式的麦克斯韦方程出

发，将大尺寸导体分割成适当数量的小导体(部分

电路单元)，计算出各部分电路单元的部分电感、

部分电容以及各单元之间的互感和互容，最后将

部分电路单元构成等效电路进行电路模拟，从而

将复杂形状导体的电磁场求解问题转换为等效电

路的建立和分析问题。PEEC方法综合考虑了趋肤

效应、邻近效应等因素的影响[17]，可以准确地计

算感应同步器在不同结构参数下的阻抗分布，分

析定子绕组和转子绕组在不同工作频率下的绕组

电流分布，进而得到了定子绕组的输出电势。本

文用PEEC方法对感应同步器输出电势进行建模研

究，分析输出电势位置函数的谐波组成，并通过

实验验证该模型的准确性。 
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1  感应同步器输出电势建模 
1.1  PEEC 方法 

PEEC 方法的基本原理是基于电磁场方程推导

出等值电路模型。根据电磁场方程，多导体系统中

空间任意一点 P 满足方程： 
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式中：r 为从源点到观测点的矢量；σ 为 P 点处电
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式中：v 为导体体积； 为场源的矢量； t′ ′r ′为延迟 
时间；vk为第k个导体的体积；ε  为介质的介电常 
数；μ为介质的磁导率； ( ,  )r tρ ′ ′ 为导体表面电荷密

度； 为格林函数。 ( ,  )G r r′
将式(2)、(3)代入式(1)，得 
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PEEC方法将式(4)描述的电磁场求解转换成相

应的等值电路方程求解。在研究复杂形状的多导体

系统时，通常将其划分为若干细小单元，假定J、ρ
均为常数，则上述积分方程式(4)的求解近似为多个

细小单元的物理量代数方程的联立求解[18]。 
令γ 代表x、y、z中任一方向，每个导体沿γ 方

向分成 Nγ ( xNγ , yNγ , zNγ )个单元，假定每个单元上

的电流密度矢量恒定[4]，则式(4)可写为 
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将式(5)在每个体积电流单元上积分，就得到一

组可视为支路伏安关系的方程。在第 l 个单元上积

分，并令 ，得 0 ( , ) 0E t =r
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式(6)两端除以部分单元 l 的横截面积 ，则等

式左边的 3 项分别对应于电阻、电感和电容分量，

各项可用基尔霍夫电压定律来解释。由此得部分电

阻、部分电感和部分电容分别为 
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1.2  感应同步器输出电势的 PEEC 模型 
旋转式感应同步器定、转子绕组排列如图 1 所

示。图 1(a)所示连续绕组为感应同步器的转子绕组，

即激磁绕组；图 1(b)所示分段绕组为定子绕组，感

应绕组。 

          
(a) 转子绕组                 (b) 定子绕组 

图 1  圆感应同步器的绕组排列 
Fig. 1  Winding arrangement of rotary-type inductosyn 

为分析感应同步器的输出电势，忽略非线性基

板材料的影响，将旋转式感应同步器的绕组展开成

直线排列，并假设 x 方向的导体互相平行，如图 2
所示。 
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图 2  感应同步器绕组的直线排列 

Fig. 2  Line arrangement of inductosyn windings 

由于感应同步器绕组的径向(x 方向)导体长度远

大于切向(y 方向)导体长度，若忽略 y 方向导体，则

感应同步器的 PEEC 模型如图 3 所示。其中，转子

绕组简化为下方的 8 个平行的矩形导体，分别记为

1,2,3,…,8 号；定子绕组简化为上方 3 个平行的矩形

导体，分别记为 A、B、C。此 11 个导体长为 l，宽

为 w，高为 h，且 l=w=h；下方各导体间距均为 s；
上下导体垂直间距为 a。设转子绕组所通电流为 I，
则下方导体的电流方向如图 3 所示，上方定子绕组
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空载，电流为 0。 

…

A B 

x y 
z C 

l 

h 
I I I I 
1 号 2 号 7 号 8 号

a 

w s 
 

图 3  感应同步器的 PEEC 模型 
Fig. 3  PEEC model of inductosyn 

将各导体沿Y方向均分为N个相互并联的矩形

导线段，方便起见，1 号导体的 N 个导线段分别记

为 11,12,…,1N，2 号导体的 N 个导线段分别记为 

21,22,…,2 N，以此类推。则各导体U-I关系如式(7)。 
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式中：Z为(11N)×(11N)的阻抗矩阵，其自感及互感

采用Greenhouse公式[19-20]计算，即 
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由于各导体的 N 个导线段并联，所以每个导体

两端电压都与各导线段两端电压相等，导体电流等

于各导线段电流之和，即 
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根据式(7)、(11)，有 
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根据式(9)、(10)可得各导体的总电流为 
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式中： 
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其中，Tij为矩阵T的第i行、第j列的元素。则各导体

电压为 
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将式(9)、(10)中各导体的电流值代入式(15)，
得到各导体的电压为 

1
1 11 18 1A 1B 1C

8 81 88 8A 8B 8C

A A1 A8 AA AB AC

B B1 B8 BA BB BC

C C1 C8 CA CB CC

0
0
0

U S S S S S I

U S S S S S I
U S S S S S
U S S S S S
U S S S S S

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (16) 

由于感应同步器在圆周方向上有多根导体，考

虑对称性，导体B的电势UB能足够准确描述实际的B
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导体电势，则定子一相的总输出电势为 
                 (17) BS BE nU=

式中：n 为定子一相绕组的导体总数。 
1.3  谐波电势模型及与 PEEC 模型的比较 

传统谐波电势法的核心是求解气隙磁感应强

度。首先把激磁绕组的电流密度函数进行谐波分

解，并列出各区域的向量磁位方程组，方程组中的

系数可利用分界面上磁场的边界条件确定；然后

求出每根导体的平均磁链；进而求出输出绕组的

总磁链；最后求得输出绕组的输出总电势。由于

假定介质是线性的，故可将电流密度、磁场和电

势全部分解成各次谐波成分进行计算，则输出电

势如式(18)[1]所示。 
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式中：f为激磁频率；L为有效耦合长度；ψ为每根

导体的平均磁链；I为激磁电流；Kj为分段绕组一相

的导体组组数；M为组导体数；v为以极距为基波节

距的谐波次数；k j 为极距弧度转换系数；k s 、 
kΔ、kμ、 、 、

1ak
2ak

1
kγ 分别为分段绕组的符号系数，  

计及原、副端导体厚度引起磁链减少的系数，计及

采用导磁基板后引起磁通增加的系数，分段绕组导

体宽度系数，连续绕组导体宽度系数，分段绕组导

体分布系数。 
比较两种建模方法可以发现：谐波电势法的前

提是假设导体截面上各点电流密度相同，对于矩形

截面的绕组而言，无论激磁频率高低，输出电势中

仅存在理论上的全部奇数次谐波，且大小取决于诸

多经验系数，造成计算复杂、不准确；而部分元等

效电路法将导体分成若干小导体，计及了电流在导

片内的趋肤效应、邻近效应等因素造成电流在导片

中分布的不均匀。当激磁频率越高时，不均匀性越

严重，输出电势中的谐波含量越高，而这部分谐波

含量的变化并未反映在谐波电势模型中。所以，相

对于传统的谐波电势法，部分元等效电路法可以更

真实地描述导体中的电流分布，更准确地计算输出

电势的数值。 

2  激磁绕组的电流分布特性研究 

根据 1 节的分析可知，感应同步器工作于不同

频率时，激磁绕组中的电流由于邻近效应等因素影

响，电流分布将出现不均匀现象。通过建立基于部

分元等效电路方法的数学模型，可以对感应同步器

绕组导体中的电流分布特性进行研究。感应同步器

的结构参数如下：定、转子导体宽w=2 mm，定、

转子极距均为 2.8 mm，定、转子导体厚h=0.035 mm，

激磁绕组通以一定频率、峰值为 0.5 A的交流电流，

工作气隙a=0.2 mm。图 4 为激磁绕组在不同工作频

率下的电流分布计算结果(如不作特殊说明，本文的

计算结果均指PEEC模型在Matlab软件中计算得到

的结果)。由图可知，激磁频率f=20 Hz和f=1 kHz时，

电流分布比较均匀；f=10 kHz时，电流分布明显不

均匀；f=100 kHz时，电流分布则极不均匀，此时将

在输出电势中产生较大的高次谐波电势，进而给感

应同步器的精度带来损失。 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
9.4

9.6

9.8

10.0

lP/mm 

20 Hz
1 kHz
10 kHz
100 kHz

i/m
A

 

 
图 4  电流分布特性 

Fig. 4  Current distribution characteristic 

3  输出电势的谐波分析及抑制 

为模拟感应同步器真实的运动工作状态，将转

子绕组相对定子绕组的位置函数用离散点描述，由

式(17)计算出每个位置点的输出电势，通过快速傅

里叶变换(fast Fourier transform，FFT)对输出电势的

位置函数进行谐波分析。感应同步器输出电势的位

置函数如图 5 所示，其描述的为定子绕组相对转子

绕组旋转运动的情形。图中的低频正弦波包络即为

输出电势的位置函数，它是一个载波频率与激磁电

流频率相同的被角位置调制的函数。在本文研究

中，为计算方便，只取单根导体 B 的电势，不影响

位置函数的谐波分析，同时，取电角度周期 360°
内的离散点数为 282。 

 

t

E

o

 
图 5  输出电势的位置函数 

Fig. 5  Location function of output voltage 

以 2 节的结构参数为例，对感应同步器输出电势

位置函数的谐波进行分析，谐波含量定义为各次谐波
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的幅值与基波幅值的比值，并用百分数表示。图 6
为各次谐波含量随工作频率变化的曲线图，可见随着

频率增加，各次谐波含量均发生不同程度的变化，尤

其 3 次谐波含量变化最大。激磁频率f=100 kHz时的 3
次谐波含量为f=20 Hz时的近 6 倍，而 5、7、9 次谐

波则基本不变，甚至略有下降。所以，感应同步器的

工作频率不宜过高，在条件允许的情况下，尽量选择

在 10 kHz以下。 
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图 6  谐波含量随频率变化规律 

Fig. 6  Changes of harmonic content with frequency 

定、转子导体的尺寸是感应同步器绕组最重要

的参数。合理地设计定、转子导体的宽度有助于抑

制高次谐波。仍采用 2 节的算例进行分析，工作气

隙a=0.2 mm。改变激磁绕组的导体宽度，计算不同

导体宽度情况下各高次谐波含量。图 7 为激磁频 
率f=10 kHz时的变化规律。由图可知，3 次谐波的

含量在w=1.7 mm时达到最小值，为 0.063%，而 5
次谐波含量在w=1.6 mm时达到最小值，为 0.085%。 
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图 7  谐波含量随导体宽度变化规律(f=10 kHz) 

Fig. 7  Harmonic content changes with 
conductor width ( f =10 kHz) 

图 8 为激磁频率f=100 kHz时的变化规律。由图

可知，3 次谐波含量在w=1.66 mm时达到最小值，

为 0.005%；5 次谐波含量在w=1.5 mm时达到最小

值，为 0.007%。经分析可知，选择合适的导体宽度

能明显地抑制高次谐波；另外，在不同的工作频率

下，抑制谐波所取的导体宽度也不同。以 5.6 mm

为一个电角度周期计算，为抑制 3 次谐波，f=10 kHz
时w=0.304 T，而 f=100 kHz时w=0.296 T。为抑制 5
次谐波， f=10 kHz时w=0.286 T，而  f=100kHz时
w=0.268 T。这进一步说明了工作频率对高次谐波含

量有明显的影响，需要根据不同情况选择不同的导

体宽度以抑制高次谐波。 

1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
0.0

0.4

0.8

1.2

η T
H

D
/%

 

3 次 
5 次 
7 次 
9 次 

w/mm  
图 8  谐波含量随导体宽度变化规律( f =100 kHz) 

Fig. 8  Harmonic content changes with 
conductor width ( f =100 kHz) 

4  实验验证 
为验证所建立的基于 PEEC 方法的感应同步器

输出电势模型及相应分析的正确性，制作了一套

360 对极的旋转式感应同步器进行实验，其结构参

数同 2 节。由功率函数发生器为激磁绕组供电，感

应绕组输出电势经高精度测量放大器放大后由多

位电压表测量。将感应同步器安装在高精度的光学

分度头上，由数显表提供角度基准，每个电角度周

期等分为 120 个点测量，把测量得到的数据用 FFT
进行谐波分析，并与模型的计算结果比较。实验中

任取定子绕组中的一相进行测量，而模型的计算值

则考虑了一相所有导体(704 根)串联，这样就保证

了二者的等价性。 
图 9 为 PEEC 法计算结果、谐波电势法计算结

果和实验结果的对比曲线。随着气隙的增大，输出 
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图 9  随气隙变化的计算结果与实验结果对比 
Fig. 9  Calculation and experimental results 

comparison with the air-gap changes 
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电势逐渐减小。实验值比计算值稍大的原因是模型

计算忽略了端部导体的耦合电势。定义eP为PEEC
法计算结果相对于实验结果的误差，而eH为谐波电

势法计算结果相对于实验结果的误差，对比工作频

率f =1 kHz和f =10 kHz时随气隙变化的计算误差。由

表 1 可知，等效电路法模型和谐波电势法模型的计

算误差最大值分别为 6.73%和 15.4%，等效电路法

模型的计算精度明显高于谐波电势法模型。 
表 1  PEEC 法与谐波电势法的计算误差比较 

Tab. 1  Comparison of calculation error between 
PEEC method and harmonic voltage method 

eP/% eH/% 
气隙/mm 

f=10 kHz f=1 kHz f=10 kHz f=1 kHz 

0.2 4.76 5.98 9.96 11.11 
0.3 6.17 6.73 13.21 13.46 
0.4 6.72 6.52 15.40 15.22 
0.5 1.94 2.56 11.77 12.82 
0.6 2.99 4.29 10.27 14.29 

图 10 为不同工作频率下，3、5 次谐波含量的

等效电路模型计算结果、谐波电势法计算结果和实

验结果的对比曲线。以图中 3 次谐波为例进行分析，

在f=100 kHz时，等效电路法模型的计算结果已反映

出 3 次谐波含量的增加，并且与实验结果吻合；而

谐波电势模型由于假设电流分布是均匀的，导致 3
次谐波含量的计算结果不随频率的变化而变化，这

与实际情况明显不符。 
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图 10  随频率变化的计算结果与实验结果对比 
Fig. 10  Calculation and experimental results 

comparison with the frequency changes 

5  结论 

1）部分元等效电路方法综合考虑了趋肤效应

和邻近效应等因素的影响，可以用来建立感应同步

器绕组输出电势的数学模型。 
2）感应同步器激磁绕组的导体电流在工作频

率超过 10 kHz时将产生明显的不均匀分布，随频率

的增加，输出电势的 3 次谐波含量正比增加。 

3）通过合理选择导体宽度尺寸，可以有效地

抑制输出电势中的高次谐波，在不同工作频率下导

体宽度的选择不同。 
4）感应同步器输出电势的等效电路模型可以

准确计算各种不同结构参数及工作频率下的输出

电势。 
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