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ABSTRACT：A new method using semi-definite programming 
(SDP) to solve optimal power flow (OPF) problems was 
presented. Named as SDP-OPF, the proposed method involves 
reformulating the OPF problem into a SDP model, which is a 
convex problem, and developing an interior point method (IPM) 
for SDP. Furthermore, the SDP sparsity technique can greatly 
improve the efficiency of storage and computing. A simple 4-bus 
power system was employed to explain the implementation 
process, which includes converting the OPF problem to the SDP 
model and mapping the results of SDP’s to the OPF solutions. 
Extensive numerical simulations show that the results by 
SDP-OPF are the same as by NLP-OPF. SDP-OPF has the 
super-linear convergence, and it can guarantee the global 
optimal solutions within the polynomial times. Therefore, the 
study for SDP-OPF offers a good prospect. 

KEY WORDS: optimal power flow；semidefinite programming；
interior point method；sparsity technique 

摘要：基于内点半定规划(semi-definite programming，SDP)，
提出一种求解 优潮流(optimal power flow，OPF)的新方法

——SDP-OPF 法。该方法将非凸 OPF 问题等价转换为半定

规划问题，然后应用原始–对偶内点法求解。根据 OPF 半定

规划模型的特点，采用基于半定规划的稀疏技术，使存储效

率和计算性能得以大幅度提高。以 4 节点的简单电力系统为

例，展示模型等价转换的过程及如何获取原 OPF 问题的解。

IEEE-300 节点等 6 个标准系统的仿真计算表明：所提算法

具有超线性收敛性，其计算结果与内点非线性规划的结果一

致，且能保证解的全局 优性，可在多项式时间内完成，是

一种应用前景广阔的方法。 
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0  引言 

20 世纪 60 年代以来， 优潮流作为电力系统

运行和分析的强有力工具，一直倍受关注。经过近

50 年的发展，众多 优化方法[1]被相继引入该领

域，如：线性规划、二次规划、非线性规划以及牛

顿法[2]和解耦法等。近年来，基于内点非线性规划

的方法已被成功应用于 优潮流问题研究中[3-5]，计

算速度和解的质量令人满意。随着电力系统的发

展， 优潮流模型变得日趋复杂，求解也颇为困难。

虽然应用内点非线性规划法求解OPF问题已取得了

成功，但在数学模型和算法之间还有许多地方值得

深入探讨。如OPF非线性规划模型具有非凸性[6]，

因此理论上用内点法求解易陷入局部 优。 
SDP[7-8]属于凸规划问题。经过 近 10 年的快

速发展，目前已成为数值 优化领域的研究热点。

其理论研究已逐渐成熟，被成功应用于系统控制理

论[9-10]、信号处理和通讯[11-12]、组合优化[13]等领域。

文献[14-15]首次将半定规划应用于求解电力系统

经济调度问题，进行了有益的尝试。但他们的研究

并没有涉及潮流方程和节点电压约束，不能完全满

足电力系统安全稳定运行的要求。因此，将半定规

划方法引入OPF问题求解中具有重要意义。 
将内点半定规划法应用于求解 OPF 问题，出于

以下 2 个方面考虑： 
（1）理论上非凸规划问题在求解过程中有可

能陷入局部 优，而凸规划问题能保证解的全局

优性。鉴于此，将OPF 问题转换成凸的半定规划问

题具有重要的意义。另一方面，由于SDP可看成半

正定矩阵集上的线性规划[8]，原始–对偶内点法等许
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多用于解线性规划的成熟算法可推广到解SDP，理论

上其与解线性规划问题具有相同的效率[16]。因此，

应用原始–对偶内点法求解OPF的SDP模型，能充分

利用半定规划的凸性[17]和原始–对偶内点法的稳定

性，保证 优解的质量。 
（2）采用内点非线性规划法求解OPF问题需推

导其雅可比矩阵和海森矩阵。因此，开发具有统一

框架结构的软件包必须解决公式推导复杂、程序编

写烦琐等困难。而半定规划模型则简单得多，且一

些优秀的算法已被开发成具有统一构架的计算软

件包[18]，便于调用。这样求解OPF问题，只需将其

转换为SDP模型，直接调用半定规划计算软件包即

可。 
本文提出一种基于内点半定规划求解 OPF 问

题的新方法——SDP-OPF 法。对 IEEE-300 节点等

6 个标准系统的仿真计算表明：所提方法收敛性好，

其计算结果与内点非线性规划法的结果一致，是一

种应用前景广阔的方法。 

1  半定规划问题的定义及算法 

1.1  半定规划的定义 
半定规划是指线性函数在对称矩阵的仿射组

合半正定约束下的极值问题，是特殊的锥优化问

题，可视为线性规划的推广[8]。 
半定规划与线性规划有着紧密的联系。半定规

划与线性规划在形式上类似，都是凸优化问题；线 
性规划与半定规划相比，变量 nx R+∈ ( )用矩阵

变量 (
0x ≥

n nR ×∈X 0X ，即 为正定矩阵)代替，向量 X
的非负性以矩阵的非负定性取代。半定规划的理论

与线性规划的理论非常相似，许多用于求解线性规

划的算法可扩展到求解半定规划[7-8]。 
半定规划与线性规划也有重大区别：①线性规

划具有强对偶性，而半定规划具有弱对偶性，即具

有非负的对偶间隙；②线性规划的向量分量不等式

约束是线性和光滑的，而半定规划的线性矩阵不等

式约束可以是非线性和非光滑的，但却是凸的。因

此，某些非线性规划问题能等价地转换成半定规划

问题。 
半定规划问题有多种表达方式[8]。其中半定规

划的原问题(primal)标准形式为 

0min  
s.t.   , =1, ,
       0

i i i
•⎧

⎪ • =⎨
⎪
⎩

A X
A X b
X

式中：“•”是矩阵的迹； ；1 1
n n

ij iji j= =
• = ∑ ∑A X A X

{ }0 1, , , n n
m R ×∈A A A 。 

对偶问题(dual)标准形式为 
T

T
0

max   

s.t.    
        0

⎧
⎪⎪ + =⎨
⎪
⎪⎩

b y

A y Y A
Y

            (2) 

式中： ； 。 T
1

m
k kk== ∑A y y A mR∈b

1.2  原始–对偶内点法解半定规划 
解半定规划模型有原始–对偶内点法、原始变

尺度法和对偶变尺度法[19]等多种方法。相比之下，

原始–对偶内点法[17,20]具有良好的收敛性，能保证

达到精确 优解，更适合求解OPF问题。 
解半定规划问题(1)~(2)等价于求解其原问题的

对数障碍函数问题[7]： 
0min ln det

s.t. , 1, ,i i i m
μ• −⎧

⎨ • = =⎩ …
A X X
A X b

       (3) 

式中μ>0 为单调递减的障碍因子，其拉格朗日函数 

为 。 0 1( , ) ln det ( )m
i i iiμ

=
≡ • − − − •∑L X y A X X y b A X

可导出其 1 阶 优性条件： 
1

0 1 ( ) ( ) 0
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i ii
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引入对称矩阵 Y，可获得如下非线性系统： 

01
1

( ) , 1, ,
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i i
m

i ii

i mμ
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对系统(5)可导出其修正方程： 

01

( ) , 1,

( ) ( )
i i

m
i ii

i m,

μ
=

• + Δ = =⎧
⎪⎪ + Δ + + Δ =⎨
⎪ + Δ + Δ + Δ Δ =⎪⎩

∑
A X X b

y y A Y Y A
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     (6) 

这时，系统(6)中除了 后一个方程中的Δ ΔX Y
为非线性项外，其余部分是线性的。忽略该非线性 
项并引入辅助矩阵 ΔY ，则求解搜索方向 ( , ,Δ ΔX y  

)ΔY 的线性系统为 

1
1

T

( ) ( )

( ) /

m
i ii=

−

Δ =⎧
⎪
Δ = + Δ⎪
⎨

2

Δ = − Δ⎪
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式 中 ： ；1( ) , 1,ij i j i, j m−= • =B X AY A , i =r  m         (1) 
1[ ] 1, ,( ) ,i i i m−• =− + −d A X R PY

1
m

i ii== −∑；P A y  
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0 −A X ； ；, 1, ,i i i i m= − • =d b A Y μ= −R I XY 。 
修正当前点为 ( , ,α α+ Δ + Δ +p dX X y y Y )α Δd Y ，

其中 α p 和 αd 是步长因子，以保证更新后的

和 仍在正定锥中。如此反复迭

代，直到互补间隙

α+ ΔpX X α+ ΔdY Y

/ nμ = •X Y 足够小。 
当 0μ → 时， ( ( ), ( ), ( ))μ μ μX y Y 将沿着中心路

径

精确收敛到 优解

( ) { ( ), ( ), ( ) : 0}n n m n nR R Rγ μ μ μ μ μ× ×≡ ∈ × ×X y Y >
* * *( , , )X y Y 。 

1.3  原始–对偶内点法算法基本流程 
原始–对偶内点法解SDP算法流程[20]如下： 
（1）初始化计算参数。选择初值 ，

其中

0 0 0( , ,X y Y )
0 00,  0X Y ，。令迭代计数器 ，迭代

大次数 ，允许误差 ，设中心参

数 0

0k =

max 50k = 510ε −=
1σ< < ，防粘因子 0 1δ< < 。 

（2）判断迭代次数k是否已达到kmax。是则计

算结束，计算不收敛，否则转下一步。 

（ 3 ）计算互补间隙
k k

k

n
μ •

=
X Y 。如果

kμ ε< ，且 接近可行，则输出 优解，

计算结束。否则转下一步。 
( , , )k k kX y Y

（4）利用目标点 ( ( ), ( ), ( ))k k kμ μ μX y Y ，根据

式(7)计算搜索方向 。其中( , ,Δ Δ ΔX y Y ) 1k kμ σμ+ = 。 
（5）计算步长因子α p 和αd 。使 和

保持正定。对

k α+ ΔpX X
k α+ ΔdY Y α p ，利用对 的 Cholesky

分解，计算满足

kX

0k α+ ΔpX X 中能取到的步长 大

值α p 。设 L 是 的 Cholesky 分解的下三角矩阵，

即 ，并设

kX
Tk =X LL TΛP P 是 的特征值分

解，

1− −ΔL XL T

minλ 是 中对角元的 小值。这时，可得到 Λ

min min

min

1/ , 0
, 0
λ λ

α
λ

− <⎧
= ⎨+∞ ≥⎩

p 。 

选取 min{1, }α δ α=p p ，其中防粘因子δ 的作用

是防止迭代后的解粘滞在边界上，造成收敛困难。 
同样，对αd 可按上述方法求出。 
（6）更新当前点为：  1k k kα+ = + Δ ，pX X X y 1+ =

Y

I

1k k kα α++ Δ = + Δ，p dy y Y Y 。 
（7） ，转步骤（2）。 1k k= +

1.4  初值的选取 
所提算法对初值的选取不敏感。经验表明，采

用文献[21]中的方法选取初值与简单选取与 优解

相同数量级的数值作为初值，对 SDP-OPF 的计算

结果和计算效率均无明显影响。因此，为方便起见，

各变量初值可按如下策略选取： 

（1）原变量矩阵 与松弛变量矩阵0 τ= ×X
0 τ= ×Y I ，其中τ 为与 优解 相同数量

级的常数系数，I 是单位矩阵。 

* * *( , , )X y Y

（2）对偶变量y0=0。其中 0 表示一个与式(2)
中b同维的全 0 矢量。 

2  拟求解的最优潮流问题 

为便于把OPF转换为半定规划模型，本文采用

直角坐标数学模型表示OPF问题[22]： 

Loss1

2
Cost

2 2
Loss2

2 2
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min
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i i i i
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U e f U i S

⎧ ≤ ≤ ∈
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       (10) 

式中：PLOSS1为发电机有功输出；FCost为煤耗；PLOSS2

为系统有功传输损耗；QLOSS为系统无功传输损耗；

afi、ali、aqi为发电机经济参数；s为参考节点编号； 

iU 为节点i的复电压；P Gi、P Ri分别为节点i的有 
功和无功电源；PDi、PDi分别为节点i的有功和无功

负荷；SB、SG、SR分别为节点、发电机和无功电 
源集合；nB、nB G、nR分别为SBB、SG、SR中元素个数；

“ • ”、“ • ”分别为指定变量或函数的上下限。 

3  最优潮流问题的半定规划解法 

3.1  OPF 的半定规划模型 
对OPF问题(8)~(10)，为使不等式约束(10)转换

成等式约束，引入松弛变量[uG,lG]∈ ,[u2nR G R,lR]∈ 
2 RnR 和[uB,l

B BB

],

]∈ ，另引入常数d=1。 2nR B

令矢量x=[x1,x2,x3,d]，其中：有功变量组为

；无功变量组为1 [ Gi Gi Gi i S= ∈ Gx P u l
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2 [ Ri Ri Ri i S= ∈ Rx Q u l ],
, ∈

；节点电压组为

；d=1。 3 [ ]i i Bi Bi i S= Bx e f u l
定义矩阵变量： 

T T T T
1 1 1 2 1 3 1
T T T T
2 1 2 2 2 3 2T
T T T T
3 1 3 2 3 3 3

2
1 2 3

d
d
d

d d d d

⎡
⎢
⎢= = ⎢
⎢ ⎥
⎢⎣ ⎦

x x x x x x x
x x x x x x x

X x x
x x x x x x x

x x x

⎤
⎥
⎥
⎥

⎥

    (11) 

可证明该矩阵是对称正定或半正定的[23]，即

0X ，且维数是 其中 。 ,n n× 3 3 4n n n n= + + +G R B 1
由于常数d=1的引入，矩阵变量X中各元素可表示一

次或二次项。其中，除右边 后1列和底部 后1行
中各元素是一次项，右下角是d2=1，其余元素均是

二次项。 
由于在变量矩阵X的形成中引入了常数d=1，必

须同时增加1个等式约束d2=1。此时，根据矩阵迹

运算和式(11)中变量矩阵X的定义，目标函数和约束

中各系数可形成系数矩阵A和常数向量b。这时，

OPF问题(8)~(10)可表示为半定规划的原问题形 
式(1)。 
3.2  内点半定规划法求解OPF问题的一般过程 

建立OPF问题半定规划模型后，按如下过程 
求解： 

（1）利用OPF问题中各系数，形成OPF半定规

划模型中系数矩阵A和常数向量b。 
（2）根据1.4节的策略选取初值(X0,y0,Y0)。 
（3）直接调用内点法解半定规划模型的计算

软件包计算，输出结果。 
由以上过程可看出，对不同的OPF问题用内点

半定规划法求解，仅需按一定格式形成系数矩阵A
和常数向量b，直接调用软件包计算，不必重新推

导公式和重新遍写程序。 
但该方法中矩阵变量是满阵，直接求解的计算

和存储效率均不高。考虑到OPF半定规划模型的系

数矩阵具有很高的稀疏度，采用基于准对角矩阵的

内点半定规划稀疏技术[24]，能大幅度地提高算法的

计算性能和存储效率。 

4  SDP-OPF 的实现 

4.1  OPF的Pre-SDP形式 
为便于说明建立 OPF 半定规划模型并用稀疏

技术求解的过程，引入了易于转换成 SDP 模型的一

种 OPF 格式，称之为 OPF 问题的 Pre-SDP 形式。 
OPF 问题的目标函数和约束中各项均为线性

或二次的，直接转换成 SDP 模型时，如前所述，其

变量矩阵 X 是满阵。为采用内点半定规划稀疏技术 
求解，必须尽可能使变量矩阵X成为准对角矩阵。

因此，对本文第 3 节中形成变量矩阵X的方法稍作

修改，即对每个有功和无功变量分别引入常数dGi=1
和dRi=1。这时，必须增加nG+nR个常数项 1 的等式 
约束。为转换方便，将采用其等价式 2 1Gid = 和

2 1Rid = 。同样，引入松弛变量 [  , , , , , ]u l u l u lG G R R B B
2 2 2n n nR + +∈ G R B ，使不等式约束转换成等式约束。OPF

问题的 Pre-SDP 形式为 

Loss1

2 2
Cost

2 2
Loss2 1 1

1

2 2
Loss 1 1

min 

min ( )

min [2( ) ( )

                     4 ( ) ]

min  [2( ) ( )

Gi Gi
i S

fi Gi li Gi Gi qi Gi
i S

n n
i i ij iii j

n
i j i j ijj i

n n
i i ij iii j

 P P d

  F a d a P d a P

  P f e G

f f e e G

Q f e B B

∈

∈

= =

= +

= =

=

= + +

G= − + −

+

+

= + − −

∑

∑

∑ ∑
∑

∑ ∑

G

G

B B

B

B B

1                      4 ( )) ]n
i j i j ijj i f f e e B

= +

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

+⎪⎩ ∑ B

(12) 

式中系统有功传输损耗 和系统无功传输损耗

被整理为纯二次多项式形式，目的是使后续的

SDP 模型转换过程更为清晰。 

Loss2P

LossQ

满足以下约束： 
（1）潮流方程。整理成纯二次多项式形式，

常数项移至等式右边。 

1( )n
i j ij i j ij i j ij i j ij Dij e e G e f B f f G f e B P

=
− + − − =∑ B ,

,

 

     /i S S∈ B G                     (13) 

1( )n
i j ij i j ij i j ij i j ij Dij f e G f f B e f G e e B Q

=
− + + + =∑ B  

      /i S S∈ B R                    (14) 

1(n
Gi Gi i j ij i j ij i j ijjP d e e G e f B f f G

=
+ − + −∑ B −  

        ) ,   i j ij Dif e B P i S= ∈ G                 (15) 

1(n
Ri Ri i j ij i j ij i j ijjQ d f e G f f B e f G

=
+ − + +∑ B +  

           ) ,  i j ij Die e B Q i S= ∈ R                 (16) 

（2）参考节点约束。 
2 0sf =                  (17) 

2 1.05se = 2               (18) 
（3）有功和无功限制约束。 

2 ,Gi Gi Gi GiP d u P i S+ = ∈ G          (19) 
2 ,Gi Gi Gi GiP d l P i S− = ∈ G          (20) 
2 ,Ri Ri Ri RiQ d u Q i S+ = ∈ R          (21) 
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2 ,Ri Ri Ri RiQ d l Q i S− = ∈ R          (22) 

（4）各节点电压幅值限制。 
2 2 2 2 ,i i Bi ie f u U i S+ + = ∈ B         (23) 
2 2 2 2,i i Bi ie f l U i S+ − = ∈ B         (24) 

（5）常数 1 约束。 
2 2 1,Gi Rid d i S= = ∈ G           (25) 

4.2   OPF 的 SDP 模型 
形成 Pre-OPF 形式后，可按照一定关系直接写

成 SDP 模型的形式。用一个如图 1 所示的简单 4
节点系统说明该过程。 

 G2 

G1 

1 2 

3 4 
参考节点  

图 1  4 节点电力系统(test-4) 
Fig. 1  A simple power system (test-4) 

先将test-4系统以式(12)~(25)表示。为使矩阵分

块清晰整齐，方便应用稀疏技术，对第3节中的矢

量分组方式稍加改动如下，各变量构成矢量x= 
[x1,…,x21]，其中：①有功变量组：x1=[PG1  dG1]，
x1=[PG2  dG2]；②有功辅助松弛变量组：x3=[uG1]，
x4=[lG1]，x5=[uG2]，x6=[lG2]；③无功变量组：x7=[QR1 
dR1]，x2=[QR2 dR2]；④无功辅助松弛变量组：x9=[uR1], 
x10=[lR1]，x11=[uR2]，x12=[lR2]；⑤节点电压组：x13= 
[e1  f1  e2  f2  e3  f3  e4  f4]；⑥节点电压辅助松

弛变量组：x14=[uB1]，x15=[lB1]，x16=[uB2]，x17=[lB2]，
x18=[uB3]，x19=[lB3]，x20=[uB4]，x21=[lB14]。 

定义半定规划模型原问题的矩阵变量为 

1,1 1,21
T

21,1 21,21

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

X X
X x x

X X
=  

T T
1 1 1 21

T T
21 1 21 21

       
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

x x x x

x x x x
         (26) 

X是 维的正定或半正定矩阵，即：n n× 0X ，

其中 。在本例中，n=32。根据

以上X的定义，式(12)~(25)形式的OPF问题可很容易

地直接写为SDP原问题形式： 

4 4 4n n n n= + +G R B

0min
s.t. , 1, ,30

0
k k k
= •⎧

⎪ • = =⎨
⎪
⎩

…
F A X
A X b
X

     (27) 

其中系数矩阵与式(12)~(25)中各系数对应关系 

为：A0对应目标函数中的系数；A1、A2对应约束(13)；
A3、A4对应约束(14)；A5、A6对应约束(15)。以此类

推， 后A27、A28、A29、A30对应约束(25)。矢量b
由约束(13)~(25)右边常数项构成，维数为2nB+2+ 
2nG+ 2nR+2nB+n

B G+nR=30。 
经过以上变换，原OPF中所有线性项和二次项

变量已被SDP模型中变量矩阵X中对应元素完全表

示，即，OPF问题被转换成SDP模型，可直接调用

半定规划计算软件包求解。 
4.3  半定规划的稀疏技术 

如果采用原始–对偶内点法直接求解式(27)，由
于变量矩阵X是满阵，计算和存储效率都不高。考

虑采用矩阵分块技术对矩阵变量X进行分块，导出

与之等价的准对角块矩阵，再变换成标准的SDP模
型，以便直接调用支持分块矩阵运算的内点法解半

定规划模型的计算软件包计算。 
根据矩阵迹的定义及式(26)中X的矩阵分块排

列方式，式(27)的等价形式为 
21 21

0
1 1

21 21

1 1

min [ ]

s.t. [ ] , 1, ,30

0

ij ij
i j

k ij ij k
i j

ij

F

k

= =

= =

⎧
= •⎪

⎪⎪
⎨ • = =⎪
⎪
⎪⎩

∑∑

∑∑ …

A X

A X b

X

(28) 

由于式(28)中的系数矩阵仅有对角块部分有非

零元，其余部分全为0。因此，式(28)的等价形式为 
21

0
1

21

1

min [ ]

s.t. [ ] , 1, ,30

0

ii ii
i

k ii ii k
i

ii

F

k

=

=

⎧
= •⎪

⎪⎪
⎨ • = =⎪
⎪
⎪⎩

∑

∑ …

A X

A X b

X

  (29) 

式(29)是SDP的非标准形式，为能直接调用半

定规划计算软件包计算，考虑将其转换为标准的

SDP原问题样式。为此，定义对角块之外的部分全 
为0的矩阵变量 为 X

1,1

20,20

21,21 (32 32)

0
0

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

X

X
X

X

     (30) 

式中： 
2 2
1 1 1 2 2 2

1,1 2,22 2
1 1 1 2 2 2(2 2) (2 2)

G G G G G G

G G G G G G

P P d P P d
P d d P d d× ×

⎡ ⎤ ⎡
= =⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣

；X X
⎤
⎥
⎦

2 ]GX

； 

；2 2 2
3,3 1 4,4 1 5,5 2 6,6 2[ ] [ ] [ ] [G G Gu X l u l= = = =； ； ；X X
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2 2
1 1 1 2 2 2

7,7 8,82
1 1 1 2 2 2(2 2) (2 2)

R R R R R R

R R R R R R

Q Q d Q Q d
Q d d Q d d×

⎡ ⎤ ⎡
= =⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣

；X X 2
×

⎤
⎥
⎦

2
Rl

；

； 2 2 2
9,9 1 10,10 1 11,11 2 12,12 2[ ] [ ] [ ] [ ]R R Ru l u= = = =； ； ；X X X X

13,13

2
1 1 1 2 1 2 1 3 1 3 1 4 1 4 1

2
1 1 1 2 1 2 1 3 1 3 1 4 1 4 1

2
1 2 1 2 2 2 2 3 2 3 2 4 2 4 2

2
1 2 1 2 2 2 2 3 2 3 2 4 2 4 2

2
1 3 1 3 2 3 2 3 3 3 3 4 3 4 3

2
1 3 1 3 2 3 2 3 3 3 3 4 3 4 3

1 4 1

e e f e e f e e e f e e e f e
e f f e f f f e f f f e f f f
e e f e e f e e e f e e e f e
e f f f e f f e f f f e f f f
e e f e e e f e e f e e e f e
e f f f e f f f e f f e f f f
e e f e

=X

2
4 2 4 2 4 3 4 3 4 4 4 4

2
1 4 1 4 2 4 2 4 3 4 3 4 4 4 4 (8 8)

e e f e e e f e e f e
e f f f e f f f e f f f e f f ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

；

 
2 2 2

14,14 1 15,15 1 16,16 2 17,17 2

2 2 2
18,18 3 19,19 3 20,20 4 21,21 4

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
B B B

B B B

u l u

u l u

= = = =

= = = =

； ； ；

； ； ；

X X X X

X X X X

2

2

B

B

l

l

；

。

以上各块中的各元素能表示式(12)~(25)中相应

变量项。由此，式(29)可直接写成如下半定规划的

原问题标准形式： 

0min

s.t. , 1, ,30

        0
k k k

⎧ = •
⎪

• = =⎨
⎪
⎩

…

F A X

A X b

X

      (31) 

式(31)与式(27)等价，其中 是准对角矩阵，

并与X同维，且

X
0X 。与满阵X相比， 中有大

量零元素不参与运算，使计算和存储效率得到 
X

提高。 
4.4  SDP模型中的系数矩阵 

由分析可见，式(31)中系数矩阵Ak(k=0,…,30)
与矩阵变量 同维，且具有相同的稀疏模式，即：

矩阵变量 中为0的位置，A
X

X k中对应位置的元素一

定为0。Ak如下式： 

(32 32)

1,

1,

1,

1,

1,

k

G k

SG k

R k

SR k

Bk

SB k

× =

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢
⎢
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0

0

A

W

W

W

W

W
W

⎥
⎥
⎥

(32) 

式中i=0,…,30。 

由此，可推出式(31)中系数矩阵Ak与OPF问题

(12)~(25)中各系数对应关系： 
（1）A0与目标函数系数的关系。 
本研究涉及4种常用目标函数，这里仅说明煤

耗目标函数FCost的系数与A0的关系： 

1,0

2,0

0

(32 32)

G

G

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0

0

0 0

W
W

A     (33) 

式中： 

1 1 2 2

1,0 2,0

1 1 2 2
(2 2) (2 2)

1 1
2 2

1 1
2 2

q l q l

G G

l f l f

a a a a

a a a a
× ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

； 。W W

    （2）A5与约束(15)中系数的关系。 
约束(15)是发电机节点有功潮流方程，A5对应

发电机G1，相应的方程为  4
5 1 1 11(G jjP d ee G

=
• = + − +∑A X j

11 1 1 1 1 1j j j j j je f B f f G f e B P− − = D 因此，A5的结构为 

1,5

5

,5

(32 32)

G

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0 0

0

0 0
B

W

A
W

(34) 

式 中 ： 1,5
(2 2)

0 11
1 02G

×

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
W ； ,5

1
2

=− ×BW  

11 12 12 13 13 14 14
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12 12
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13 13

13 13

14 14

14 14 (8 8)

2 0
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0 0 0 0 0 0
0
0
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G G B G B G B
G B G B G B G

G B
B G
G B
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G B
B G ×
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。 

（3）A27与约束(25)中系数的关系。 
约束(25)是常数1约束。A27在test-4中对应发电 

机G1的常数约束 2
1 1Gd = 。A27为 

1,27

27

(32 32)

G

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 0
0 0

0 0

W

A     (35) 
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式中 。 1,27
(2 2)

0 0
0 0G

×

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

W

式(31)中的矢量b由约束(13)~(25)右边的常数

组成：  T
2 3 2 3 1 4 1 4[   D D D D D D D DP   P   Q   Q   P   P   Q   Q=b 20 1.05

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2   G   G  G G R R R R

2
3P  P  P   P   Q   Q   Q   Q   U U U  

2 2 2 2 2
4 1 2 3 4     1   1   1   1]U   U   U   U U 。 

其他关系可用同样方法得出。至此，OPF问题

的半定规划模型已被建立，直接调用支持分块矩阵

运算的内点法解半定规划模型的计算软件包计算

即可。 

4.5  获取OPF的解 
求出 OPF 问题的 SDP 模型 优解后，还需将

其映射回原 OPF 问题的解空间。该过程直接，计算

耗时少。获取 OPF 解的基本流程如下： 
（1）由于dGi=1 和dRi=1，有功 (Gi )P i S∈ G 和无

功 分别等于形如式(30)的 优解 中

块 和 的

(RiQ i S∈ R ) *X

1,1 2,2 7,7、 、X X X 8,8X Gi GiP d 及 Ri RiQ d 的值。 
（2）节点电压实部 等于形如式(30)

的 优解 中块 对角元 的平方根；节点电

压虚部

(ie i S∈ B )
*X 13,13X 2

ie
( )if i S∈ B 由 /i i i if e f e= 求出，其中 是块

中对角元 右边相邻第 1 个元素。 
i ie f

13,13X 2
ie

5  SDP-OPF 仿真结果及讨论 

5.1  SDP-OPF解的质量 
所提算法在Dell(2.8 GHz，512 MB)/PC上用

Matlab7.0 编程实现，采用SDPA-M[25]计算软件包求

解半定规划模型。该软件包支持分块矩阵运算，接

口清晰，易于调用。IEEE-300 节点等 6 个测试系统

用于测试算法性能。测试系统的基本特性见表 1。 
OPF 问题既能由内点非线性规划求出 优解，

也能用内点半定规划的方法求解。由于半定规划是

凸问题，其 优解能保证全局 优性，即，用

SDP-OPF 计算出的结果是全局 优解。表 2 仅列出

对 test-4 分别用上述两种方法计算获得的结果，表 
表 1  测试系统规模、变量数及不等式约束 

Tab. 1  Test systems size，variables and constraints 
变量数 

系统名称 节点数 线路数 
PGi QRi ei fi

松弛变量数 约束个数

test-4 4 4 1 2 4 4 14 27 

IEEE-14 14 20 5 3 14 14 44 75 

IEEE-30 30 45 6 6 30 30 84 147 

IEEE-57 57 78 4 7 57 57 136 253 

IEEE-118 118 179 16 54 118 118 376 615 

IEEE-300 300 409 21 69 300 300 780 1 383 

明两种方法的解是一致的。由此可推论，OPF的非

线性规划模型虽然是非凸的，却具有隐凸性[26]，用 
内点法求解也能保证全局 优性。 

表 3 给出 6 个测试系统 4 种目标函数仿真计算

的 CPU 时间和迭代次数，说明基于内点半定规划

法在保证解质量的同时，具有良好的收敛性。 
表 2  SDP 和 NLP 下的计算结果 

Tab. 2  Solutions by SDP and NLP 
模型 节点 有功/pu 无功/pu 电压/pu 煤耗/$

1 0.568 18 0.100 48 0.985 13+0.012 57i

2 - - 0.959 76−0.098 46i
3 - - 1.086 60+0.171 77i

SDP 

4 0.300 00 0.276 13 1.05+0i 

421.774 1

1 0.568 18 0.100 48 0.985 13+0.012 57i

2 - - 0.959 76−0.098 46i
3 - - 1.086 60+0.171 77i

NLP 

4 0.300 00 0.276 13 1.05+0i 

421.774 1

表 3  SDP-OPF 计算的 CPU 时间和迭代次数 
Tab. 3  CPU time and iterations of SDP-OPF 

CPU 时间/s 迭代次数 
测试系统

PLoss1 FCost PLoss2 QLoss PLoss1 FCost PLoss2 QLoss

test-4 0.015 6 0.015 6 0.015 6 0.015 6 10 9 9 11
IEEE-14 0.093 8 0.078 1 0.078 1 0.078 1 14 9 15 14
IEEE-30 0.359 4 0.312 5 0.390 6 0.343 8 15 12 17 15
IEEE-57 1.218 8 1.640 6 2.281 3 1.765 6 17 19 24 18
IEEE-118 6.921 9 9.093 8 12.72 12.781 21 22 24 25
IEEE-300 70.23 90.04 121.38 122.90 25 27 29 27

5.2  SDP-OPF 的收敛性 
互补间隙为判断是否达到 优解的一个重要

标准，它的变化趋势能反映算法特点。IEEE-300系
统4个目标函数随迭代变化的互补间隙对数曲线如

图2所示，可见SDP-OPF用内点法求解，具有超线

性收敛性。 
 104

102

100

10−2

10−4

10−6

1 10 20 30
迭代次数 

互
补

间
隙

 

PLoss1 

PLoss2 
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图 2  IEEE-300 系统互补间隙收敛曲线 

Fig. 2  Complementary gaps with iterations for IEEE-300 
一般来说，判断一个算法优秀与否的标准是其

互补间隙能否快速地单调递减至 0。图 2 表明，基

于 SDP的原始–对偶内点法求解OPF问题在给定误

差范围内，其互补间隙在有限次迭代步内能快速单

调地收敛趋于 0。 
图3为IEEE-300节点系统4种不同目标函数下
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大不平衡量随迭代次数变化的对数曲线。由图可

见，原始–对偶内点法求解基于半定规划的OPF问题

具有良好的收敛性。 
图 4 展示了 IEEE-300 节点系统采用 SDP-OPF

计算的 4 种目标函数值与牛顿–拉夫逊法计算潮流

所得函数值的比值随迭代过程收敛至 优解的情

况，说明 SDP-OPF 是单调收敛的。 
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图 3  IEEE-300 系统最大不平衡量变化曲线 

Fig. 3  Maximum mismatches with iterations for IEEE-300 
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图 4  IEEE-300 系统目标函数比值变化曲线 

Fig. 4  Ratios of objective functions with  
iterations for IEEE-300 

5.3  SDP-OPF 稀疏技术的计算和存储效率比较 
与不采用稀疏技术的SDP-OPF相比，采用稀疏

技术形成的SDP模型规模有所扩大，其中矩阵变量

维数各增加了nG+nR−1 个，矩阵等式约束增加了nG+ 
nR−1 个。但这种代价是值得的，因为是否采用稀疏

技术对SDP-OPF的收敛性和计算结果完全没有影

响，而对其存储效率和计算性能的提高作用却非常

明显。 
表 4 列出 6 个测试系统不同目标函数采用稀疏

技术后的内存节省率。图 5 比较 IEEE-300 节点系

统 4 种不同目标函数下是否采用稀疏技术的 CPU
时间。结果表明，采用稀疏技术能大幅度提高存储 

表 4  采用稀疏技术的内存节省率 
Tab. 4  Memories saving by sparsity for test systems  % 

测试系统 PLoss1 FCost PLoss2 QLoss

test-4 72.1 72.1 72.0 72.0 
IEEE-14 73.0 73.0 73.0 73.0 
IEEE-30 69.6 69.6 69.5 69.5 
IEEE-57 61.7 61.7 61.7 61.7 
IEEE-118 75.8 75.8 75.7 75.7 
IEEE-300 83.7 83.7 83.6 83.6 
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图 5  IEEE-300 系统采用稀疏技术的 CPU 时间比较 

Fig. 5  Computing time cost: with and without 
sparsity for IEEE-300 

效率和计算性能，内存空间节省了 60%以上，CPU
时间 大提高了 92%。由此可见，深入研究内点

SDP-OPF 的稀疏技术，能有效提高存储效率和计算

性能。 

6  结论 

本文将内点半定规划算法成功地应用于求解

优潮流问题。通过 IEEE-300 节点等 6 个标准测

试系统的仿真计算得出如下结论： 
（1）所提方法具有超线性收敛性，其计算结

果与内点非线性规划的结果一致。同时，由于半定

规划是凸问题，用内点半定规划法求出的 OPF 优

解能保证全局 优。 
（2）由于内点半定规划法具有良好的算法结

构，已经有许多成熟的计算软件包。对具体问题不

再需要象内点非线性规划法一样推导其雅可比矩

阵、海森矩阵及修改程序代码，仅需直接调用相关

核心计算包计算，减少了公式推导和计算的中间 
步骤。 

（3）广泛的计算表明，采用基于准对角矩阵

的内点半定规划稀疏技术能有效提高 SDP-OPF 的

存储效率和计算性能。 
（4）目前内点半定规划法还无法计算超大规

模电力系统的 OPF 问题。因此，深入研究相关稀疏

技术和并行计算将是以后工作的重点。 
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