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ABSTRACT: A problem of intrinsic numerical ill-conditioning 
of asymptotic waveform evaluation (AWE) model reduction 
method is pointed out of partial element equivalent circuit 
(PEEC) model of a conductor associated with the direct 
moment matching. The paper proposes that the Lanczos 
algorithm in Krylov subspace is applied to reduce the 
high-order original system. The new algorithm transfers the 
moment direct explicit computation to indirect implicit 
calculation, and transfers extracting the dominant poles to 
picking up corresponding dominant eigenvalues，and analyzes 
the error bound and the automation termination criterion of the 
system. Then, the resistances and inductances of the reduced 
decoupled branches are obtained indepentdent of frequency, 
which is validated by examples. The achievements above avoid 
the defect only drawing several reduced branches by AWE and 
settle the base of the widespread application of model reduction 
methodology. 

KEY WORDS: partial element equivalent circuit model; 
numerical ill-conditioning; indirect moment matching; Lanczos 
algorithm; model reduction 

摘要:针对金属导体部分元等效电路模型的渐近波形估算

(waveform evaluation, AWE)方法缩减的数值病态问题，提出

使用基于 Krylov 子空间的 Lanczos 算法对系统模型进行缩

减，将直接矩量显式计算转化为间接矩量隐式计算，将主导

极点的抽取转化为主导特征值的抽取，并对系统近似误差限

和程序自动终止准则进行了分析计算。在此基础上，给出了

独立于频率之外的简化等效电路模型，得到了解耦电阻电感 
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参数，并通过计算实例验证了该方法的正确性。该文的研究

成果克服了 AWE 等直接矩量显式计算只能提取有限几条缩

减支路的不足，极大提高了模型缩减方法的有效性和普适性。 

关键词：部分元等效电路模型；数值病态；间接矩量匹配；

Lanczos 算法；模型缩减 

0 引言 

对金属导体建模是电磁兼容领域的一大难点，

文献[1-6]利用解析方法对导体阻抗进行了计算和实

验，但解析方法不能给出独立于频率之外的系统模

型参数。文献[7-8]对部分元等效电路(partial element 
equivalent circuit, PEEC)进行了介绍，Shizhong Mei
在文献[9-10]中通过渐近波形估算方法(asymptotic 
waveform evaluation, AWE)得到了独立于频率之外

金属导体的缩减模型电阻与电感参数。如果增大导

体尺寸或频率时，必须增加缩减等效电路的阶数，

此时使用AWE方法就不能满足计算要求，这是因为

AWE是通过对矩量显式计算及匹配[11]。AWE的核心

是利用了Padé近似，Padé近似就像其强大功能一样

充满危险性。假如Padé近似中近似阶数足够高，就

可能避免伪极点，然而Padé近似的本质却和上述结

论相抵触[12]。显式计算的矩量由矩阵的幂次方计算

得到，增加幂次方持续计算矩量时，这一过程很快

收敛到最大特征值所对应的特征向量，最后增大幂

次方将不会增加任何额外的信息。这就是AWE等直

接矩量显式计算出现病态的原因。可使用多种方法

来对病态矩量阵进行改善[11-19]，然而这些措施的改

善程度有限。 
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本文针对 AWE 等直接矩量显式计算的数值病

态问题，研究了基于 Krylov 子空间中 Lanczos 算法

的模型缩减技术(PVL 算法)，克服了 AWE 等直接矩

量计算方法只能确定有限几条简化等效支路数的不

足，给出了独立于频率之外的等效电路模型。 

1  基于 Krylov 子空间的 Lanczos 模型缩减 

1.1  金属导体系统建模 
直接矩量技术(direct moment method techniques, 

MMTs)，如 AWE，具有本质上的缺陷，为克服这些

缺陷，采用间接矩量技术来对原系统模型进行缩减。 
设原系统方程为 
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为分析问题方便，一般取 d=0。对式(1)在零初

始状态下进行拉普拉氏变换并进行麦克劳林展开，

可得系统的传递函数为 
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式中：A=−G−1C；R=−G−1b；被匹配矩量 。 T i
im = l A R

图 1 所示为电压U(s)驱动的矩形截面导体，运

用均匀剖分将导体矩形截面划分成Nw×Nh个相同的

单元，各个单元的宽度为w，高度为h，长度为l。
Nw和Nh足够大，以使电流在各体积元截面上均匀分

布。图 2 为对应于图 1 的导体等效电路，其中N= 
NwNh。根据欧姆定律，电压降落U(s)等于每条R-L
支路阻抗和相应电流的乘积，如式(3)所示。 
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式中：i1、i2、…、iN为各支路的电流；r为剖分单元

电阻；Lself为单元自感；Mij为两单元的互感。将式

(3)用矩阵表示为 
              (4) ( ) N NU s r s= +l E I L

式中：lN为N×1 维全 1 列向量；EN 为N×N维单位阵；

I为式(3)中的电流列向量；L为式(3)中的自感/互感

电感矩阵。 
根据式(4)可得原始电路总导纳的表达式为 

T ( )t N N NY r s −= +l E L l           (5) 

比较式(5)和式(2)可得， ， 。

令缩减后简化等效解耦电路支路数为 n(n<<N)，则

可根据基于 Krylov 子空间的 Lanczos 模型缩减技术

对系统进行缩减处理，求解出缩减系统解耦后的各

支路电阻电感参数。 
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图 1  电压 U(s)驱动的导体 

Fig.1  A rectangular conductor 
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图 2  耦合 R-L 电路 

Fig. 2  Coupling R-L circuit 
1.2  Krylov子空间 Lanczos方法(PVL)对特征值的

迭代计算 

Lanczos 算法不对矩量直接计算，从而避免数

值病态问题。另外，Lanczos 算法不仅可得到高阶

近似和更高的精度，还可通过计算误差限来辨识原

系统的真正极点，并且可给出自动终止准则，而其

计算量和 AWE 的计算量相当。Lanczos 算法如下：

①Lanczos 开始函数 /原系统的各矩阵赋值/；② 

1 2ρ = R ， 1 2η = l ，1 1/ ρ=v R ， 1 1/η=w l ， 0 0 0= =v w ，

1 1/η=w l ， 0 1δ = ；③For j = 1 to n， / n 为期望降

阶阶数/；④ T
j j jδ = w v ， T /j j j jw vα δ= A ， 1/j j j jβ δ η δ −= ，

1/j j j jγ δ ρ δ −= ， 1j j j j jα β −= − −v v vv A ， T
j= −w A w  

1j j j jα γ −−w w ， 1 2j+ = vρ ， 1 2j+ = wη ， 1 1/j jρ+ +=v v ，

1 / 1j jη+ +=w w ；⑤结束 Lanczos 算法。 
由 Lanczos 算法产生的量具有以下特征： 
（1）向量 1
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（2）三对角矩阵 和nT nT 可表示为 
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2 个三对角矩阵和矩阵 A 之间的关系为 
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两矩阵的列向量刚好为 Lanczos 向量。 
（3）三对角矩阵 和nT nT 满足 

1
n n n n

−=T D T D              (10) 
其中， 

T
1 2diag([ ])n n n nδ δ δ= =D W V     (11) 

（4）Lanczos算法的关键特征为它产生了相对

于大型矩阵A的一个非常有用的低维近似Tn。矩阵

Tn实际上为矩阵A的在Krylov子空间上的一种斜投

影，相关的 2 个 Krylov 子空间分别表示为

和

。 

1
1 1 1( , , ) ColumnSpan([ ])n

n
−=K A v n v Av A v1

T 1
1

T T
1 1 1( , , ) ColumnSpan([ ( ) ])n

n
−=K A w n w A w A w

注意到向量 1
1{ }n

j jv +
= 和 1

1{ }n
j jw +

= 正好和 2个Krylov
子空间Kn(A,v1,n)和Kn(AT,w1,n)分别等效。Tn为大型

矩阵A在Krylov子空间Kn(A,v1,n)上的投影结果，并

且和Kn(AT,w1,n)正交。Tn近似即使在n<<N的情况下

效果也很好(N×N为矩阵A的维数)。实际上，Lanczos
算法通常使用在非常大的矩阵缩减情况下，特别典

型的情况就是n<<N。 
通过运行Lanczos算法和对Lanczos矩阵Tn的特

征值分解计算得到系统缩减模型，求解过程如下： 
（1）运行Lanczos程序得到三对角矩阵Tn和

nT 。 
（2）计算特征分解 [ ] 1

1 1diag(   ... )n n n nλ λ λ −=T S S ，

其中 和 。 T
1n=u S e T

1n=v S e
（3）根据Tn计算极点和余量： 
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Hn零点恰好是T1n特征值的倒数。矩阵T1为T去掉第

1 行和第 1 列后的矩阵。 
1.3  极点近似误差限及终止准则 
1.3.1  极点近似误差限 

Hn(s)极点的准确度可通过检查Tn特征值和A的
特征值符合的好坏来确定。令λj为Tn的任一特征值，

sj为对应的特征向量，则有 

n j j js sλ=T                (12) 

令              j n jz =V s                 (13) 

式中Vn为式(9)中的Lanczos向量所构成的矩阵。根据

式(12)、(13)，利用式(8)中第 1 个关系式可得 

1 1j j j n n njλ ρ+ +− =Az z v s           (14) 

式中snj为sj向量的最后一个数，对式(14)两边取范

数，由于 1 2 1n+ =v ，则得 
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式中 
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联立式(15)和(16)可得 

12

2 2 2
( )

j j j n nj
j

j j

λ ρ +−
≤

Az z s
Q

A s n A s
=      (17) 

在Lanczos算法中，使用Qj作为检查极点 1/λj是

否收敛到H(s)真极点的判据。极点的近似准确度或

好或坏还可参考如下的方法：当极点的频率高于所

关心频段的最高频率时，可将该极点舍弃；如果与

极点对应的余量和其它余量相比要小得多时(小好

几个数量级)，也可将该极点舍弃；如果已知系统是

稳定的，则可以舍弃不稳定的极点，即实部在右半

平面的点。  
1.3.2  自动终止准则的推导 

基于矩阵计算的原电路传函和降阶模型传函

之间的误差揭示了 Lanczos 算法收敛的本质特性，

在保证所期望近似精度的前提下自动终止 Lanczos
过程。 

设Hn为近似低阶系统传函，根据文献[20]有 
2
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设etol为容许误差，则程序自动终止准则为 
2

T 1 1 1 1
tol

( ) ( )
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n n n n

n

s s s
e

s
ρ η τ τ

δ
+ + <

−
l R

A
    (19) 

由于 ，而 H(s)在解收敛时

为原系统很好的近似，因此有

T( ) ( )s s −= −H l I A 1 R
( ) ( )ns s≈H H ，则

1( s )−−I A 可近似取为 
1 T( ) ( ) (  ns s−− ≈ )I A H l R       (20) 

式(19)变为 

T 21 1
1 1
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  ( ) ( ) nn n

n n T
n

s
tols s s e

ρ η
τ τ

δ
+ + <

⋅

H
l R

l R
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基本上，误差随频率的增加呈上升趋势，当所

关心的频率的上限为smax，仅对频率点smax的误差进

行计算，作为程序自动终止的判据。 

2  计算实例及分析 

2.1  AWE 及 Lanczos 算法得到的极点、余量、支

路电阻及电感 
以微米级金属导体为例说明 AWE 的数值病态

问题，再以毫米级金属导体为例进行基于 Lanczos
算法的模型缩减。金属导体电导率为 73.5 10  S/mσ = × , 
磁导率为 。 7

0 4 10 H/mμ −= π×

金属导体长 20 μm，宽 10 μm，厚 1 μm，表 1 为
渐近波形 AWE 计算的极点、余量、支路电阻与电

感。对于 RL 电路，根据 AWE 的计算公式可知，只

有当极点和余量均为负实数时，降阶系统的解才是

正确的。表 1 所示的结果表明：当支路数为 3 时，

所求取的支路电阻与电感均为正值，有物理意义并

为降阶系统的正确解；当支路数取为 10 时，极点出

现了正实部，电阻与电感为复数，没有物理意义。 
表 1  AWE 计算的极点、余量及支路电阻与电感 

Tab. 1  Poles, residues, branch resistances and 
 inductances calculated from AWE 

支路数 极点 余量 电阻/Ω 电感/H 
−1.551 4×1011 −2.303 6×10−2 4.341 0×101 2.798 1×10−10

−4.320 8×1010 −1.175 8×10−1 8.504 8 1.968 4×10−103 
−7.284 8×109 −1.735 9×101 5.760 6×10−2 7.907 6×10−12

极点 余量 
−9.221 8×1011 2.349 1×103+1.019 7×10−12i

−1.080 9×1011 +6.337 8×1010i −1.034 1×103 −2.304 2×103i
−1.080 9×1011 −6.337 8×1010i −1.034 1×103 +2.304 2×103i

−3.838 1×1010 −2.773 2×102 −3.805 3×10−14i
1.594 8×1010 −4.254 8 −1.753 4×10−16i 
−7.242 3×109 −1.665 8×101 +6.253 9×10−18i

−2.227 0×109 +7.825 9×109i −9.069 3×102 +1.330 8×10−1i
−2.227 0×109−7.825 9×109i −9.069 3×10−2 −1.330 8×10−1i
5.074 9×109+2.255 8×109i −1.194 7×10−3 +1.342 1×10−2i

10 

5.074 9×109−2.255 8×109i −1.194 7×10−3 −1.342 1×10−2i

总之，由于渐近波形计算方法本质上的数值病态问

题，使求取的正确极点值相当有限，一般只有几个，

本例中最多只能求取 4 个正确极点。 
对于较小的微米级截面导体，只需使用较少的

支路数就可以描述所关心频段的系统的频率响应。

对较大的毫米级截面导体进行分析，导体长 1 m，

宽 40 mm，厚 6 mm。频率范围取为 0.1~100 kHz，
厚度方向剖分数取为 40 以上，宽度方向剖分数为

270 以上，以确保剖分单元尺寸不大于 0.15 mm。

由于直接利用体积元方法对不同频率逐点计算导体

的电阻及电感太慢，这里采用直接对角解耦方法来

计算系统的体积元频率特性，两者是等效的。表 2
中给出了当支路数分别为 3、5、10 时，由 Lanczos
算法所得到的系统的极点、余量、支路电阻及电感。 
表 2  Lanczos 算法计算的极点、余量及支路电阻与电感 

Tab. 2  Poles, residues, branch resistances and inductances 
calculated from Lanczos algorithm 

支路数 极点 余量 电阻/Ω 电感/pH 

−1.387 1×102 1.162 9×106 1.192 8×10−4 8.599 2×10−7

−1.822 0×103 2.455 5×104 7.420 3×10−2 4.072 6×10−53 
−7.545 1×103 2.070 0×104 3.644 9×10−1 4.830 8×10−5

−1.387 1×102 1.162 9×106 1.192 8×10−4 8.599 2×10−7

−1.808 2×103 2.364 7×104 7.646 8×10−2 4.228 9×10−5

−4.339 4×103 8.067 1×103 5.379 1×10−1 1.239 6×10−4

−3.132 2×104 1.677 6×104 1.867 1 5.961 0×10−5

5 

−9.066 5×103 6.783 1×103 1.336 6 1.474 3×10−4

−1.387 1×102 1.156 2×106 1.199 7×10−4 8.649 1×10−7

−1.387 1×102 6.714 7×103 2.065 7 ×10−2 1.489 3×10−4

−1.808 2×103 2.364 7×104 7.646 9×10−2 4.228 9×10−5

−4.324 8×103 7.871 6×103 5.494 1×10−1 1.270 4×10−4

−7.769 5×103 4.085 4×103 1.901 8 2.447 7×10−4

−1.220 7×104 2.629 4×103 4.642 5 3.803 1×10−4

−1.829 0×104 2.612 5×103 7.000 9 3.827 7×10−4

−2.190 9×105 5.755 7×103 3.806 4×101 1.737 4×10−4

−6.259 1×104 4.063 5×103 1.540 3×101 2.460 9×10−4

10 

−2.689 3×104 9.344 8×103 2.877 9×100 1.070 1×10−4

图 3 为 3、5、10、20 支路简化系统和体积元方

法得到的系统频率特性的比较。当支路数较少为 3
或 5 支路时，简化系统不足以描述实际系统的高频

特性；当支路数增加为 10 时，简化系统的频率特性

和实际系统的差别不大；支路数高于 10 时，简化系

统的频率特性和实际系统的基本相同；当支路数取

为 20 时，简化系统的频率特性和实际系统的几乎完

全相同。 
由于剖分总数实际取为 12 000，系统的实际极

点、余量、支路电阻及电感总共各有 12 000 个，而

采用 Lanczos 算法得到的简化电路仅用十多条支路

在上述所关心频段内就能准确描述实际系统的频率
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特性。这不仅节省了计算时间和计算机内存资源，

而且便于和各种实用软件兼容(如 Matlab、Pspice 及
PSCAD 等)，因此具有相当重要的意义。 
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图 3  Lanczos 算法(PVL)与对角化解耦体积元方法 

得到的电阻电感频率特性 
Fig. 3  Resistances and inductances by Lanczos 

algorithm(PVL) and diagonalization 
 volume element method 

2.2  Lanczos 算法的极点质量及误差分析 
（1）极点质量分析。支路数取 15 时的极点、

余量及极点质量如表 3 所示。根据表 3 可知，只需

确定极点质量的取舍上限，再结合余量的相对大小，

就可得到各主要的极点值。一般而言，当支路数不

是特别高时，所计算的极点准确性均较好。 

表 3  Lanczos 算法计算的极点、余量及 
极点质量(支路数为 15) 

Tab. 3  Poles, residules and qualities calculated  
from Lanczos algorithm 

极点 余量 极点质量 

−4.324 8×103 7.871 6×103 5.178 3×10−11

−7.769 5×103 4.085 4×103 2.307 9×10−8

−1.219 8×104 2.606 9×103 1.856 3×10−6

−1.764 6×104 1.971 7×103 4.350 7×10−5

−5.599 7×105 3.515 7×103 3.033 9×10−4

−1.458 7×105 3.425 5×103 6.405 4×10−4

−7.642 6×104 2.636 5×103 8.142 0×10−4

−4.164 7×104 1.895 1×103 8.423 5×10−4

−2.467 5×104 5.909 0×103 3.201 7×10−4

−2.868 8×104 3.506 6×103 7.023 5×10−4

−1.808 2×103 2.364 7×104 1.726 5×10−12

−1.809 6×103 1.650 1×104 2.085 6×10−3

−1.387 1×102 8.058 6×105 3.878 8×10−12

−1.387 1×102 3.570 4×105 5.827 3×10−12

−1.387 1×102 −4.517 8×10−29 5.217 5×10−3

（2）误差分析及自动终止准则的应用。本例中

由式(19)和(21)计算的误差差别不大，下面给出的图

表均由式(19)得到。支路数分别取 1、5、10 和 15，
相对应的误差曲线如图 4 所示。 

根据图 4 可得，除支路数为 1 外，各支路误差

曲线基本上随频率的增加逐渐增加。实际上要描述

系统一定频率范围内的频率特性，至少需要 2 条支

路以上，因此我们不考虑支路数为 1 的情况。由于

误差随频率逐渐增加，因此在确定收敛支路时误差

计算的频率点一般取为所关心频段的最高频率，这

就避免了对每个频率点都进行误差计算，大大减少

了计算量，节省了计算时间。如有必要，当然也可

取两点或多点频率进行误差计算。 
表 4 为容许误差取不同值时自动终止时的支路

数。由表 4 可知，当容许误差取为 1×10−5时，收敛

支路数为 5，当容许误差取为 1×10−7时，收敛支路

数为 15。显然，随着容许误差的逐渐减小，所需要

的支路数就越多。 

 

101         102           103         104         105

频率/Hz 

10−70

10−50

10−30

10−10

1010

误
差
限

 

简化电路1支路 

简化电路5支路 

简化电路15支路 
简化电路10支路 

 
图 4  误差曲线图 

Fig. 4  Error curves 
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表 4  容许误差取不同值时自动终止时的支路数 
Tab. 4  Automation termination branches of  

different tolerances 

容许误差 自动终止时误差 自动终止支路数 
1×10−2 7.822 2×10−4 1 
1×10−3 7.822 2×10−4 1 
1×10−4 9.268 4×10−5 2 
1×10−5 3.466 7×10−6 5 
1×10−6 5.583 1 ×10−7 9 
1×10−7 6.521 2×10−8 15 

3  结论 

指出了 AWE 等直接矩量显式计算的数值病态

问题，提出了基于 Krylov 子空间中 Lanczos 算法的

模型缩减方法。Lanczos 算法的模型缩减方法主要

包括 4 个步骤：根据研究对象求解出所需处理的系

统矩阵；对该矩阵进行双正交变换，得到相对应的

降维三对角矩阵；根据三对角矩阵求解出与原系统

相对应的主导极点和余量，从而导出简化等效电路

模型参数；对极点近似误差限和程序自动终止准则

进行分析。Lanczos 算法的模型缩减方法将直接矩

量显式计算转化为间接矩量隐式计算，将主导极点

的抽取转化为相对应的主导特征值的抽取，避免了

AWE 等直接矩量显式计算方法只能提取有限几条

简化支路的缺陷，极大提高了模型简化技术的有效

性和普适性。 
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