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机器人倾倒碰撞动力学建模与不同刚度下碰撞响应

王斌锐 1,2，严冬明 1，方水光 1，金英连 1

（1. 中国计量学院机电工程学院，杭州 310018； 2. 机器人学国家重点实验室，沈阳 110004）

摘 要：为了确定刚度对柔性臂倾倒碰撞力的影响，基于混合坐标法建立柔性臂运动学模型，利用假设模态法对柔性变

形解耦，基于 Hertz 接触理论和非线性阻尼理论建立接触碰撞力模型，利用 Lagrange 方程建立了含碰撞的动力学方程。

编写了变步长变精度的四阶 Runge-Kutta 数值求解算法。对不同刚度下柔性臂的碰撞响应进行仿真，得到了接触力、关节

转角、角速度和弹性变形曲线。对比可得，随着抗弯刚度增大，接触力变大且峰值出现的相位提前，且碰撞后柔性臂关

节转角变小，弹性变形和角速度的振动都减小；材质结构阻尼对弹性振动变形有明显的抑制。该文所建模型和求解方法

有效。
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0 引 言

在人类活动的非结构化环境中，如农作物采摘、嫁

接等[1-3]，仿人机器人难免发生碰撞，尤其是倾倒撞墙，

动力学过程非常复杂。目前机器人主动缓冲功能差。为

避免碰撞对机器人本体和环境造成损害，利用材料柔性

进行被动缓冲很重要。但结构柔性会增加动力学系统求

解和运动控制的复杂性。所以量化分析结构刚度对柔性

碰撞响应的影响，对于合理平衡结构的刚度和柔性很必

要。刘才山等针对重力场下大范围回转运动柔性梁与固

定斜面发生斜碰撞的情况，建立含碰撞的一致线性化动

力学方程[4]。Z. Payam 等用有限元法对柔性梁做离散化处

理，研究柔性多体系统的动力学响应[5]。Hu Haidong 等运

用模态假设法研究柔性双连杆的动力学响应[6]。蔡国平等

采用假设模态法对旋转运动柔性梁的动力特性进行研

究，给出简化的控制模型[7]。安雪斌等对接触碰撞模型进

行分类讨论，给出了仿真计算时接触碰撞模型的选择依

据[8]。盛立伟等通过柔性单摆和固定刚性物体的撞击试

验，揭示了横向变形和角速度在冲击波传播过程中的突

变现象，得到撞击力变化规律[9]。石望等利用假设模态法，

研究在重力作用下的柔性单摆和双摆，分析弹塑性变形

对梁振动特性的影响[10]。华卫江等研究柔性机器人与工
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作环境碰撞时的动力学，通过弯曲刚度的改变分析碰撞

动力学效应[11]。骞朋波等通过建立杆弹塑性碰撞动态子

结构模型,推导弹塑性撞击子结构动力学控制方程，研究

撞击瞬态波传播规律[12]。将受撞击后柔性臂的瞬态响应

作为求解动力学的初始条件，进而研究变形耦合对刚柔

混合动力学方程的影响，逐渐受到关注[13-15]。

本文针对机器人倾倒扶墙动作，建立柔性臂与墙壁

碰撞动力学模型。首先建立了含刚柔耦合效应的柔性臂

运动学模型，利用假设模态法对变形解耦；采用 Hertz 接

触理论和非线性弹簧阻尼理论建立法向接触碰撞力模

型，并推导出含碰撞的系统动力学模型。设计了动力学

求解算法，并通过仿真计算，分析了不同抗弯刚度下柔

性臂的碰撞动态响应及接触力变化规律，同时考虑了结

构阻尼对动力学响应的影响。

1 机器人倾倒碰撞运动学建模

1.1 机器人倾倒运动学描述

当仿人步行机器人失去重心时，由于地面不能给机

器人脚提供平衡转矩，机器人会在重力作用下倾向墙体。

针对倾倒，机器人可简化建模为本体和手臂两连杆模型。

由于碰撞时间很短，可忽略本体和手臂间的旋转运动，

进一步简化为单臂模型，如图 1 所示。本文建模考虑柔

性，基于 Euler-Bernoulli 梁小变形假设，不计摩擦。

柔性臂变形后，P 点在 O0X0Y0 中的坐标为

( )P P i ir A u A r u     （1）

式中， A 为 O1X1Y1 相对于 O0X0Y0 的方向余弦阵

cos sin

sin cos
A

 

 

 
  
 

，uP 为变形位移在 O1X1Y1 下的坐标
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阵，ri 为 P0 点在
1 1 1O X Y 下的位移矢量， T[ 0]ir x ，x 为

未变形时 P0 点在臂上的位置,ui 为 P0 点变形位移坐标阵
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式中，w1(x,t)为臂的轴向变形位移，m，w2(x,t)为横向变

形位移，m，wc(x,t)为横向弯曲引起的轴向变形耦合量，

m，wc(x,t)的表达式为
2

2

0

( , )1
( , ) d

2

x

c

w t
w x t






 
   

 
 （3）

式（1）对时间求导，得 P 点在 O0X0Y0 下的速度为

0 -1

1 0
P P ir Au Au

 
  
 

  （4）

式中，为转角 的时间导数，rad/s， iu 为 iu 的时间导数，

m/s。

式（4）对时间求导，得 P 点在 O0X0Y0 下的加速度为

20 -1 0 -1
2

1 0 1 0
P P i P ir Au Au Au Au  

   
      
   

     （5）

式中，为的时间导数，rad/s2， iu 为 iu 的时间导数，

m/s2。

注：O0X0Y0为绝对坐标系，O1X1Y1为浮动坐标系，θ为轴 O0X0和轴 O1X1的

夹角，dn为柔性臂末端相对墙面的法向分量，g 为重力加速度，l 为臂长。

图 1 机器人倒地扶墙简化模型

Fig.1 Schematic diagram of slipping collision of robot

1.2 变形的假设模态法解耦

由式（2）可见，ux(x,t)和 uy(x,t)存在耦合，不利于方

程（4）、（5）求解。通过假设模态法，将柔性臂上任

意点的轴向变形 w1(x,t)和横向变形 w2(x,t)变换为

1 1 1
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式中，Φ1(x)和 Φ2(x)分别为轴向和横向振动的模态函数行

向量；q1(t)和 q2(t)分别为轴向和横向振动的模态坐标列向

量
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式中，n 为模态阶数，1i(x)和2i(x)为第 i 阶模态振型。机

器人倾倒撞墙时，只有脚与地面支撑，所以模态函数可

选取悬臂梁形函数
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式中， 1 21.875, 4.694, ( 0.5) , 3,4, ,il l l i i n         。

将式（6）、（8）代入到式（3）中，耦合项 wc(x,t)

可简化为

2 2

1
( , ) ( ) ( ) ( )

2
T

cw x t q t H x q t  （11）

式中，H(x)为耦合形函数，表示为

2 20
( ) ( ) ( )d

x
TH x       （12）

模态阶数的增加会加大运算量，对于大范围转速不

高的情况，取前二阶模态即可对系统动力学特性进行精

确描述[17-19]。

2 柔性臂碰撞动力学建模

2.1 广义撞击力

本文采用 Hertz 接触理论和非线性弹簧阻尼理论建

立接触碰撞模型。

末端 M 点相对于墙体 N 点的位移列阵为
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式中，xM 为撞击点 M 在 O1X1Y1 下的坐标。

撞击面的法向单位矢量在 O0X0Y0 下的坐标阵为
T[1 0]n  ，M 点相对 N 点的位移沿碰撞面法向的分量

dn 为

1 1 2 2
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如图 1 所示，当 dn>0 时，未接触；当 dn=0 时，开始

接触或开始分离；当 dn<0 时，接触碰撞，此时，dn=δ为

局部变形，|δ|表示物体间相互嵌入深度，m。

碰撞产生的力为

3 2

0 0

0
n

n

d
F
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≥
（15）

式中，k 为接触刚度系数，N/m，与接触体的几何形状和

材料有关，c 为阻尼系数，N/(s·m-1)。

撞击力的虚功为

n qW d F Q qQ      （16）

式中，q 为广义振动模态坐标，Qθ为对应 θ的广义力，N，

Qq 为对应 q 的广义力，N。

将式（14），（15）代入式（16），可得广义撞击

力为
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2.2 碰撞动力学模型

柔性臂在竖直平面内的运动可看作是大范围的刚体

运动和小范围的弹性变形运动的叠加，所以柔性臂的动

能为

1

2

l
T
P Po

T Sr r dx    （19）

式中，T 为动能，J，ρ为密度，kg/m3，S 为横截面积，

m2。

取 O0 点为势能零点，系统的势能为

1 2V V V  （20）

式中，V1 是柔性臂的弹性变形势能，J，V2 是重力势能，

J，表示为[20]
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式中，EI 为抗弯刚度，ES 为抗压刚度。

将式（4）～（6）代入到式（19）、（21）中，可

得系统的动能和势能。为便于计算，忽略轴向变形、耦

合项及高阶项，并线性化动能和势能。

利用 Lagrange 方程可得碰撞动力学方程
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式中，Mθθ为柔性臂的转动惯量，kg·m2；Mqq 为横向振动

的广义弹性质量阵；Mθq 和 Mqθ为大范围运动和弹性变形

之间的非线性耦合；Cqq 为横向振动的结构阻尼阵；Kqq

为刚度阵；G 为惯性力项。

式（22）可简写为

Mp Cp Kp G    （23）

式中，  
T

2p q 为广义坐标阵，M 为广义质量矩阵，

C 为阻尼项，K 为刚度矩阵，G 为广义力矩阵，其中矩阵

各元素具体为

2
2 2 2 20 0
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式中，α为 Rayleigh 阻尼系数。

3 仿真试验和结果分析

式（23）是典型的时变、非线性、变结构系统，不

仅具有刚性方程的特征，而且具有分段的性质。综合考

量数值计算求解速度和精度，本文设计了变步长变精度

的四阶 Runge-Kutta 数值计算方法进行仿真。当远离碰撞

接触区域时，降低精度以提高速度，当临近碰撞接触区

域时，提高计算精度并进行重启动计算，确定碰撞过程

的动力学响应。

试验针对圆形截面铝材质的仿人机器人柔性臂，具

体参数见表 1。

表 1 柔性臂的基本参数

Table 1 Basic parameters of flexible arm

参数 参数值 参数 参数值

密度 ρ/(kg·m-3) 2 700 弹性模量 E/(N·m-2) 6.895×1010

臂长 l/m 0.8 转动惯量 I/(kg·m-2) 2.031×10-9

横截面积 S/m2 7.297×10-5 初始转角 θ0/rad 0.25π

同时，基于 Hertz 接触理论，k 取 5.0351×109 N/m。

仿真中分别将柔性臂的抗弯刚度 EI 值扩大和减小 2 倍来

分析其动力学响应，对比分析抗弯刚度对柔性臂碰撞动

力学响应的影响。

碰撞中 M 点受到的法向接触力如图 2 所示。

注：EI 为柔性臂的抗弯刚度。

图 2 柔性臂 M 点的法向接触力

Fig.2 Normal contact force of flexible arm

由图 2 可知，末端的接触碰撞法向力突变后没有立

即变为 0，接触碰撞力是波动的。分析原因为：由于柔性
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效应，末端在与墙壁碰撞时，发生弹性形变，从而在与

墙壁碰撞后较短时间内，仍然与墙壁接触，存在接触力

并出现波动，导致接触力没有立即衰减为 0。由局部放大

图可知，随着抗弯刚度 EI 值的增加，碰撞点处的接触力

峰值变大，同时峰值出现的相位提前，碰撞持续时间减

少。由于柔性臂在运动中出现的抖动，接触力峰值没有

出现在碰撞初始时刻。

图 3 为柔性臂关节转角变化曲线图。

图 3 关节转角曲线

Fig.3 Curves of joint angle

由图 3 可知，接触碰撞前，不同抗弯刚度的柔性臂

大范围运动角度变化基本一样。接触碰撞后，碰撞激发

了柔性臂自身柔性，对大范围运动产生了影响。受到反

向接触力的作用，柔性臂发生反弹并作反向运动。随着

抗弯刚度 EI 值增加，虽然接触碰撞力会变大，但反弹运

动关节转角会变小。随着抗弯刚度 EI 值减小，虽然接触

碰撞力会变小，但反弹运动关节转角会变大。

图 4 柔性臂的角速度

Fig.4 Angle velocity of flexible arm

由图 4 可知，柔性臂在受到撞击后，大范围转动的

角速度虽然在短时间内发生了大的变化，但是没有在瞬

时发生突变。分析原因是柔性臂在受到撞击后没有立即

做反向运动。接触力激发了弹性振动，进一步使转动角

速度产生了高频的振动。这是柔性变形与大范围转动耦

合产生的效应，体现出柔性运动的特点。同时，随着抗

弯刚度 EI 值的增加，弹性振动幅度减小，与定性分析相

吻合。

注：b 中考虑有无阻尼时，模型的抗弯刚度均为 1 倍 EI。

图 5 末端弹性变形曲线

Fig.5 Elastic deformation curve of end

由图 5 可知，柔性臂受到撞击后，同时引起末端弹性

振动，随着抗弯刚度 EI 值的增加，末端振动变形越小；

碰撞动力学模型中忽略材料阻尼项时，弹性振动一直持续

下去。当考虑到横向振动的结构阻尼后（采用 Rayleigh 黏

性比例阻尼模型）。末端弹性变形位移经历短暂震荡后趋

于 0。

4 结 论

1）随着抗弯刚度 EI 值的增大，碰撞点处的接触力

峰值变大，同时峰值出现的相位提前，碰撞持续时间减

少；抗弯刚度值降低，对碰撞力的减小起到明显效果。

2）抗弯刚度 EI 值越大，关节转角越小，同时激起

的弹性振动幅度越小，末端弹性振动变形越小。

3）材质结构阻尼对碰撞后末端的弹性振动变形有明

显的抑制。

4）设计的算法可对柔性机器人的全局动力学响应进

行仿真。算例表明，机器人的柔性对撞击响应有较大的

敏感度。

在手臂关节不主动调节缓冲下，柔性臂碰撞后会反

弹。下一步将研究通过主动调节关节处的驱动力矩，降

低接触碰撞力，抑制弹性振动和反弹。本文的量化分析，

对仿人机器人结构的刚度与柔性综合设计有借鉴意义。
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Dynamics modeling of slipping collision of robot and

impact response under different stiffness

Wang Binrui1,2, Yan Dongming1, Fang Shuiguang1, Jin Yinglian1

(1. College of Mechanical and Electrical Engineering, China Jiliang University, Hangzhou 310018, China;

2. State Key Laboratory of Robotics, Shenyang 110016, China)

Abstract: In order to ascertain the affect of stiffness on slipping collision of flexible arm, the kinematics model was

established by hybrid coordinate method, and flexible deformation was decoupled by using the assumed modes.

Contact-impact model was established by using the Hertz impact theory and nonlinear spring-damper theory, collision

dynamics of flexible arm was derived through Lagrange equations. The fourth-order Runge-Kutta numerical solution

algorithm with variable step-size and precision was designed for solving dynamical equation. Simulation of the impact

responses of flexible arm collision under different stiffness were completed, and curves of contact force, joint angle,

angle velocity and elastic deformation were given. Based on comparative analysis, with bending stiffness increasing,

contact force enlarged and the phase of peak force advanced, the flexible arm joint angle turned smaller, vibration of

elastic deformation and angular velocity became lower. Material structural damping had obvious inhibition on the elastic

deformation vibration. The model and solving algorithm of this paper are proved effective.

Key words: robots, flexible structures, dynamic models, contact-impact, assumed modes, rigid-flexible coupling, stiffness


