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摘要：为了研究公路桥梁车辆耦合系统随机振动的控制策略，本文基于 1/4 车辆-桥梁模型，采用

随机最优控制中随机最优输出调节器对系统进行控制。算例分析表明：采用随机最优控制的系统

竖向位移响应方差较无控制情况减小量达 90%。该控制方法的应用可大大降低系统竖向位移响应

方差，有效提高车辆行驶的平稳性。 
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1 引 言 

随着公路交通的日益繁忙、车辆速度的提高及

其荷载标准的加大，公路桥梁-车辆耦合系统振动研

究得到了极大的推动和发展[1-2]，并形成了车辆与桥

梁相互作用研究的一系列前沿性课题[3]。同时，车

辆-桥梁系统的振动控制研究亦越来越受关注[2-3]。

路面不平整度作为车辆-桥梁系统振动重要影响因

素之一，通过车桥系统的耦合作用极大程度上影响

了桥梁的安全性和车辆行驶的舒适性与稳定性。本

文在考虑随机路面不平整度的基础上，建立了 1/4
车辆-桥梁耦合系统模型振动微分方程，采用随机最

优控制中随机最优输出调节器对系统进行控制，应

用 Runge-kutta 法和高斯积分数值计算系统竖向位

移响应方差，并以此作为系统平稳性的评价指标。 

2 车桥耦合系统模型 

本文采用 Eule -Bernoulli 梁模型，桥梁跨长为

L，单位长度质量为 m，抗弯刚度为 EI，由均质各

向同性材料做成，不考虑剪切变形和转动惯量的影

响，车桥耦合系统模型图[3]如图 1 所示。车辆简化

为两自由度的弹簧-阻尼-质量系统，车辆轮胎不离

开桥面。图 1 中： tm 为车体质量； bm 为车架质量

与轮对质量之和； tk 为车体垂向刚度； tc 为车体垂

向阻尼； bk 为车架垂向刚度； bc 为车架垂向阻尼；

( )tε 为车辆通过桥梁时的运动规律；Y 、 ty 、 by 分

别为桥梁、车辆车体、车架竖向位移； 1u 、 2u 为控

制力，分别由放置在车体和转向架、转向架和车轮

之间的作用器产生； ( )r x 为车轮处路面不平整度。 
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图 1 车桥耦合系统模型图 

车桥耦合系统振动方程式如下 

t 1( ) ( )t t t b t t bm y c y y k y y u+ − + − =  (1) 

( ( , )) ( ( , ))b b b b b bm y c y r Y x t k y r Y x t+ − + + − +  

2 1( ) ( )t t b t t bc y y k y y u u= − + − + −       (2) 

2 4

2 4

( , ) ( , ) ( , )

{( ) [ ( , )]b t b b

Y x t Y x t Y x tm EI c
t x t

m m g c y r Y x t

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
= + − − + −

 

2[ ( , )] } ( ( ))b bk y r Y x t u x tδ ε− + − −  (3) 

其中： r(x)为随机路面不平顺，本文中假设随机路

面不平整度为平稳随机过程；g 为重力加速度；δ
为狄拉克函数。 

为简化分析，近似地将该简支梁模型的前 n 阶

模态作为车桥耦合振动分析中桥梁的模态。将移动

车辆作用下的桥梁的竖向振动模态展开为 

( , ) ( ) ( )
n

i i
i

Y x t y x q t=∑   (4) 

其中： ( )iy x 是均匀简支梁的第 i 阶模态函数； ( )iq t

是第 i 阶模态响应；取
2( ) sin( )i

i xy x
mL L

π
= 为桥

梁的正则化振型[4]。 

把式（4）代入式（1）~式（3）并在式（1）

两端乘以 ( )iy x ，然后对式（1）中 ( )iy x 从 0 到 L

积分。利用 ( )iy x 的正交性质，可得 

22

( ( )) ( ) ( ) ( )

i i i i i i

n

i b t b b i i
i

q q q

y t m m g c y r y x q t

ς ω ω
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+ +
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∑

   2( ( ) ( ))
n

b b i i
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k y r y x q t u ⎫− + − ⎬
⎭

∑  (5) 

1( ) ( )t t t t b t t bm y c y y k y y u+ − + − =  (6) 

( ) ( ) ( ) ( )
n n

b b b b i i b b i i
i i

m y c y r y x q t k y r y x q t⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑

2 1( ) ( )t t b t t bc y y k y y u u= − + − + −  (7) 

其中：

4
2 2i i i

EI i c
m L m

ω ς ωπ⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

； （其中 i=1,…,n）。 

将式(5)~式(7)用矩阵形式表示[3]为 
z Az Bu Hr F= + + +  (8) 

其中 

[ ]T1 2 1 2z n t b n t bq q q y y q q q y y=  
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本文中采用滤过白噪声生成随机路面不平

顺[4]，可表示如下 

00 0 02 2 ( ) ( )qr n vr n G n vw t= − π + π  (9) 

式中： 00n 为下截止空间频率，
1

00 0.011mn −= ； 0n
为参考空间频率，

1
0 0.1mn −= ； 0( )qG n 为路面不

平 整 系 数 ， 本 文 取 C 级 路 面
6 3

0( ) 256 10 mqG n −= × ·cycle-1。 

由此可令系统状态变量为 zr ，且状态方程为 

( )z A z B u H Fr r r r r rw t= + + +  (10) 

其中 
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×
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B
B ， 0 02 ( )

1
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⎣ ⎦

 

3 最优输出调节器[1] 

由随机最优输出调节器理论可知，需建立系统

最优输出。本文以桥梁跨中动挠度、车体竖向位移、

车架竖向位移为输出，有 

1 2 3, ,t bf Y f y f y= = =   (11) 

其中 1f 、 2f 、 3f 为输出。系统输出方程表示为矩

阵形式 
T

1 2 3[ ]f Czrf f f= =  

[ ]1 1

1 1

1 1

0 0 0 0 0
1 0 0 0  0
0 1 0 0 0

n n

n n

n n

y y ×

× ×

× ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0
0 0
0 0

C  (12) 

考 虑 最 优 输 出 调 节 器 问 题 ， 令 最 优 控 制

T
1 2[ ]u u u= ，使如下性能指标为极小 

0

T T1 [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]d
2

f Q f u R u
ft

t

J t t t t t t t= + +∫

T1 ( ) ( )
2

f S ff f ft t         (13) 

式中：S f 、 ( )Q t 为对称非负定矩阵； ( )R t 为对称
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正定矩阵。由此可得最优控制律 

( ) ( )u K zrt t= −  (14) 

其中
1 T( ) ( )R B SrK t t−= 。 

式（14）中 ( )S t 满足下列时变Riccati矩阵微分方程 

T

1 T

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
r r

r r

t t t t t

t t t t t

S S A A S

S B R B S Q−

= − − +

−
  

( )S Sf ft =     (15) 

其中 

T( ) ( ) ( ) ( )Q C Q Ct t t t= , T( ) ( )S C S Cf f f ft t=  

公式(8)输出方差满足以下方程

T T( ) ( ) ( ) ( )D P P D G WG
r r rz z zP t t t t= + + ， 

0
(0)P P

r rz z=    (16) 

式中：
1 T( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D A B R B Sr r rt t t t t t−= − ；

( ) ( )G Ht t= ； 0( )W Gq n= 为白噪声w(t)的强度。 

由式（12）可知系统输出方差阵为 

TP CP Cf z=   (17) 

4 算 例 

桥 梁 参 数 [5] ： L=24m ； m=9360kg/m ；

EI=2.05×1010N·m2。车辆参数：mt=8660kg；mb=38500kg；
kt=8.56×104N/m；kb=5.07×104 N/m；ct=1.96×103N/m；

cb=3.82×103 N/m。算例中取车辆运行规律ε(t)=vt 为匀速

运动，取权矩阵 Q=1×1010，Sf=100。应用数值积分

Runge-Kutta 法进行计算分析。 

4.1 考虑权矩阵 R 对系统竖向位移方差响应的影响 
取车速 v=25m/s，考察权矩阵 R 对系统竖向位

移方差响应的影响。图2~图 4分别为桥梁跨中位置、

车体和车架竖向位移方差响应受权矩阵 R 的影响。

由图可见：随着 R 的增大，系统方差响应减小，控

制效果越明显。 

图 2 桥梁跨中竖向位移方差响应受权矩阵 R 的影响 

 

图 3 车体竖向位移方差响应受权矩阵 R 的影响 

 

图 4 车架竖向位移方差响应受权矩阵 R 的影响 

4.2 考虑权矩阵R对最优控制律 u最大方差的影响 
取车速 v=25m/s，考察权矩阵 R 对最优控制律

u 最大方差的影响。图 5 为最优控制律 u 最大方差
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受权矩阵 R 的影响对数图，图中纵坐标为最优控制

律最大方差 Pu 对数值。由图 5 可见，随着 R 的增

大，最优控制律 u最大方差减小。本文取加权R=0.1，
对系统进行分析，最优控制律在物理可实现范围内。 

 

图 5 最优控制律 u 最大方差受权矩阵 R 的影响对数图 

4.3 取加权 R 为 0.1 时考察车速对系统最大竖向位

移方差响应的影响 
图 6~图 8 分别为车速对桥梁跨中位置、车体和

车架竖向位移方差响应影响曲线图。由图可见：①

随车速增大，系统竖向位移方差响应减小（LQG 控

制下桥梁跨中位置竖向位移方差响应出现波动，且

为随车速增大而增大趋势）；②由系统在无控制和

LQG 控制下的各响应的对比可见，LQG 控制效果

很明显。 

 

图 6 桥梁跨中位置最大竖向位移响应方差随车速变化 

 

图 7 车体最大竖向位移方差响应 

 

图 8  车架最大竖向位移方差响应 

表 1 为车桥耦合系统最大竖向位移方差响应部

分数据。由表 1 数据可见：随速度增加，LQG 控制

效果降低。即该算例表明，车辆低速运行时，采用

LQG 控制对系统控制效果最佳。 
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表 1 系统最大竖向位移方差响应控制效果 

最大竖向位移方差响应/m2 
桥梁跨中位置 车体质量 车架质量 车速/ 

m·s-1 LQG 

控制 
无控制 减少量

LQG 

控制 
无控制 减少量

LQG 

控制 
无控制 减少量

30 
2.5212×

10-5 

2.6141×

10-4 
90.36% 

9.9740×

10-7 

7.9969×

10-7 
-24.72%

2.0135×

10-5 

1.5925×

10-4 
87.36% 

25 
8.9796×

10-6 

1.1904×

10-4 
92.46% 

2.5217×

10-6 

2.1206×

10-6 
-18.91%

3.7619×

10-5 

1.9515×

10-4 
80.72% 

20 
2.6952×

10-6 

5.7951×

10-4 
99.53% 

7.9601×

10-6 

2.6898×

10-5 
70.41% 

5.8962×

10-5 

1.7983×

10-3 

96.72% 

15 
4.7202×

10-6 

1.0723×

10-1 
99.99% 

3.7372×

10-5 

3.3190×

10-3 
98.87% 

9.9217×

10-5 

1.4890×

10-1 

99.93% 

 
 

5  结束语 

本文将随机最优输出调节器理论应用于车辆

-桥梁耦合系统竖向减振控制，其难度之一在于求

解时变 Riccati 微分方程，且车桥耦合系统为包含

随机因素的时变系统；算例分析表明：采用随机

最优控制的系统竖向位移响应方差较无控制情况

减小量达 90%。该控制方法的应用可大大降低系

统竖向位移响应方差，有效提高车辆行驶平稳性

和舒适性。 
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