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摘要：根据各向异性矩形薄板剪切屈曲横向位移函数的微分方程建立了一般性的解析解。该一般

解包括三角函数和双曲线函数组成的解，它能满足四个边为任意边界条件的问题；该一般解还包

括代数多项式解，它能满足四个角的边界条件问题。因此，这一解析解可用于精确地求解任意边

界的各向异性矩形板的剪切屈曲问题。其中待定常数可由四边和四角的边界条件来确定，由此得

出的齐次线性代数方程系数矩阵行列式等于零可以求得各阶临界载荷及其屈型。结合配点法，利

用变形的对称和反对称性，以及对称迭层正方形板均可使计算更简单。以四边平夹的对称角铺设

复合材料迭层板为例进行了计算和讨论。 
关键词：各向异性板；稳定性；一般解析解法；临界载荷；剪切屈曲 
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1 引 言 

对称迭层角铺设复合材料板为各向异性板，已

广泛应用于航空、航天、土木、化学工程领域。目

前，可以用各种解析和数值的方法来研究不同边界

的各向异性矩形板的振动和屈曲问题[1-6]。文献[7]
用解析解法求解了各向同性板剪切屈曲的临界载

荷问题。文献[8]~[9]采用一般解析解法求解了各种

不同边界条件各向同性和正交异性矩形板的稳定

性问题。文献[10]~[11]采用一般解析解法求解了各

向同性和各向异性矩形板的自由振动问题。首先求

出偏微分方程所有类型的特解，然后选取一个能满

足任意不同边界的一般解。本文仍采用这一方法来

研究各向异性矩形板的剪切屈曲问题以得出其一

般解析解。 

2 微分方程的解 

各向异性矩形薄板（见图 1）剪切屈曲位移函

数的微分方程为[12]  
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式中：w为板的挠度； 11D 、 12D 、 16D 、 22D 、

26D 、 66D 为挠曲刚度系数； t 为切向力。设  

i ie ex yw α α′=  

或 
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i ie ex yw α α′− −=         (2) 

 
图 1 板的坐标系 

式中： i 1; π/ ( 1,2,3, , )m a m Mα= − = = ⋅ ⋅ ⋅ 。将上式

代入式（1）可得 
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当 0m M< 、 21 ααα i±=′ 、 3 4α α α′ = + 时，令： 

3 3 4'α α α= + ； 4 3 4'α α α= − ，故有 

   3 3 4 4 3 4( ' ') / 2, ( ' ') / 2α α α α α α= + = −     (4) 

由此可得 

( )1 2ie ex y yw α α α+ ±= ，
( )3 4i ie ex y yw α α α+ ±=   

或 

( )1 2ie ex y yw α α α− + ±= ，
( )3 4ie ex y yw α α α− + ±=     (5) 

式(5)的解可用三角函数和双曲线函数表示为 
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当 0 1 2im M α α α′> = ±、 、 3 4iα α α′ = ± 时，同

样可设 

i ie ey xw β β ′= ，
i ie ey xw β β ′− −=          (7) 

式中 π/ ( 1, 2,3, , )n b n Nβ = = ⋅⋅⋅ ，可得另一类与以

上相似的解。此外，还有代数多项式解 
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式中： ;x y
a b

ζ η= = 。    

3 一般解的建立 

求解满足四边和四角为任意边界条件的各向

异性矩形板的剪切屈曲问题，本文建议的一般解取

下列形式。 
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式中共有 444 ++ NM 个待定常数，其中：第一部

分能满足 0y = 和 y b= 两个边界的边界条件；第二

部分能满足 0x = 和 x a= 两个边的边界条件；第三

部分能满足四个角的边界条件。对于每个边来说，

有两个边界条件即挠度或等效剪力和斜度或弯矩

应等于边界的已知值，采用配点法[13]， 将 0y = 和

y b= 两 个 边 等 分 为 M 段 。 令 配 点 的 位 置

( 0.5) / ( 1,2,3, , )x i a M i M= − = ⋅ ⋅ ⋅其中 , 可得 2×2M
个方程式。将 0x = 和 x a= 两个边等分为 N 段，令

( 0.5) /y j b N= − ， ( j其中 1,2,3, , )N= ⋅⋅⋅ 可 得

)3(

)8(
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2 2N× 个方程式。通常取 / /M N a b= 。对于每

个角则有一个边界条件即挠度或反力应等于角点

的已知值，故又有 4 个方程式。令所有方程式待定

常数的系数矩阵行列式等于零可以求得临界载荷

及其屈型。 

4 算  例 

以四边平夹的板为例，四边和四角的边界条件

为 

0
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( 0,0 ) ( , ) (0 , ) ( ,0 )0, 0, 0, 0a b b aw w w w= = = =  (12) 

如果利用变形的对称或反对称条件将使求解

稳定问题更加简化。对于各向异性矩形板来说[11]，

两对边的变形与板的中心为对称或反对称时，两对

边和两对角的边界条件是相同的，即式（10）、式（11）、

式（12）的第二式和第四式可不应用，且 
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正负号同时书写时，正号为对称屈型，负号为

反对称屈型。 
将式（8）代入式（9），然后代入以上各式，

首先由式（12）的前二式可得 

00 01 0a a= =                (14) 

由式（10）和式（11）的第一式，可得 
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式中 ( 0.5) /y j b N= − ( 1,2,3, , )j N=这里 。 

采用石墨 /环氧制成的对称迭层角铺设

45o/-45o /-45o /45o 复合材料迭层正方形板 [12]，

泊 桑 比 12ν =0.25 、 杨 氏 模 量 12 20.5G E= 、

1 240E E= ， 故 有 22 11D D= 、 12 110.9082D D= 、

16 26 110.6724D D D= = 、 66 110.9341D D= 、 a b= ，此

时变形将对称或反对称于对角线 x y= ，故又有

n nE A= ± 、 n nG C= ± 。式(10)和式(11)的第三式将

不应用。仅由以上两个方程式经过无量纲化即

可求得临界载荷参数 T 及屈型。取 M 和 N 为

16 时，求得各种类型的前四阶临界载荷见表 1

（ 11/ / πT a t D= ），相应的曲型等高线图见图 2。

图 2 的解答是由自编 C++语言程序计算出结

果，输出数据文件保存为 ANSYS 的格式，利

用 ANSYS 的后处理功能绘图而成。边界上均

匀配点，个数为 4×16。  
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    由 图 2 可 以 看 出 所 有 屈 型 对 yx = 和
)15(
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ayx =+ 两 对 角 线 对 称 或 反 对 称 ， 而 对

2/ax = 和 2/by = 不对称。这是因为本例题的

材料恰好是以正方形对角线 yx = 和 ayx =+
为主轴的正交异性板的缘故。由表 1 可以看出

各阶Ｔ21 的值均大于Ｔ12 相应的值。这是因为

沿对角线 yx = 的弯曲刚度大于沿 ayx =+ 的

弯曲刚度的缘故 [11]。  

表 1  各种屈型的前四阶临界载荷的 T 值 

阶数 11T  12T  21T  22T  

1 5.614 6.925 7.132 7.452 

2 11.927 12.236 12.726 12.935 

3 22.456 23.236 23.784 24.216 

4 30.619 31.235 32.102 32.847 

 

图 2  各种屈型的前四阶临界载荷等高线图 

 

5 讨论和结论 

各向异性矩形薄板的剪切屈曲问题和自由振

动问题的微分方程相差无几，因而许多内容是相同

的。文献[11]中的 0M 、 0N 、 'α 与本文是相同的。

0M 和 0N 是 1，2，3，…，M 中的一个值，具体

由边界情况来定。这些值不能由数学公式显示出来

(各向同性或正交异性则可以[8-10])，而是由计算机算

出。文献[11]将 0M 、 0N 写成M 、 N 是印刷书写

错误。另外本文将两个实根 3 'α 、 4 'α 变换成两者

和、差形式，使一般解适用有效。在算例中，由于

角点的挠度变为零，使 00 01 0a a= = ，大大地简化

了计算。 
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用解析解来求解弹性矩形薄板的各类力学问

题，起初只有迭加法，随后有一般解析解法。在求

解边界条件方程式时，一般将其中的非正弦函数展

开成正弦级数。近年来包括本文改用配点法，即可

免除寻求所需的正弦级数公式，又使求解算式大大

简化，如本文的式(15)和式(16)比文献[11]的式(22)
和式(23)简单了很多。 

本文的解能满足边界条件和基本方程，因此它

是解析解。本文用一般解析解法结合配点法求解了

各向异性矩形板的剪切屈曲问题，求解过程为：①

根据各向异性矩形薄板的屈曲位移函数的微分方

程求出各种类型的特解；②建立满足四边和四角为

任意边界条件的一般解；③写出算例四边和四角的

边界条件；④将一般解分别代入全部条件方程式，

采用配点法，令全部条件方程式待定常数的系数矩

阵行列式等于零，即可求得各阶临界载荷和屈型；

⑤利用变形的对称和反对称条件可以使求解大大

得到简化，如本文算例。 
本文精确地建立了一般解析解，可用以求解任

意边界各向异性矩形板的剪切屈曲问题。利用变形

的对称和反对称条件将使求解稳定问题大大简化，

尤其是本文算例的正方形板。本文的理论分析简

单，计算方法容易，便于工程应用。 
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