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参数不确定性细长火箭弹随机特征值问题研究 

戎  保，芮筱亭，王国平，尹志嘉 
(南京理工大学发射动力学研究所，南京 210094) 

摘  要：固有振动特性分析已成为大长径比火箭弹研制与动态设计的重要环节之一。系统的加工测量误差、几何、

材料以及约束条件等的不确定性对火箭弹动态特性具有显著影响。该文基于传递矩阵法和摄动方法，建立了含不

确定参数的细长火箭弹随机特征值问题分析方法，研究了参数不确定性对火箭弹振动特性的影响。该方法无需建

立系统总体动力学方程，可大幅度提高随机特征值问题的计算效率、降低系统存储需求。分别应用该文方法与

Monte Carlo方法对某大长径比火箭弹随机特征值问题进行了分析，两种方法计算结果吻合较好，证明了该方法的

有效性。 
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STUDY ON RANDOM EIGENVALUE PROBLEMS OF SLENDER ROCKET 
WITH UNCERTAIN PARAMETERS 

RONG Bao , RUI Xiao-ting , WANG Guo-ping , YIN Zhi-jia 
(Institute of Launch Dynamics, Nanjing University of Science and Technology, Nanjing 210094, China) 

Abstract:  The analysis of natural vibration characteristics has become one of important steps of the 
manufacture and dynamic design of a slender rocket. The inherent inaccuracies existing in manufacturing, 
measurements, uncertainties of geometry and material, statistical variability of constraints and other factors, have 
remarkable effects on the dynamic performance of the rocket. In this paper, based on the transfer matrix method 
and perturbation method, a new method for random eigenvalue problems of a slender rocket with uncertain 
parameters is studied, and the effect of parameter uncertainty on the vibration characteristic of the rocket is 
presented. This method does not need the global dynamic equations of a system, and has the high computational 
efficiency and low memory requirement. It has more advantages for the dynamic design of an uncertain rocket. 
The random eigenvalue problems of a slender rocket with uncertain parameters are studied by using the proposed 
method and Monte Carlo method, respectively. The computational results obtained by the two methods have a 
good agreement, which validate the feasibility of the proposed method. 
Key words:  transfer matrix method; random eigenvalue problems; rocket; finite element; uncertainty; 

perturbation 
 
火箭弹振动特性对其飞行性能及武器系统射

击精度影响显著。在实际的工程问题中由于制造、

测量误差及施工水平和条件限制等因素，导致了诸

如系统几何参数、材料性能参数、边界条件、初始

条件以及外载荷等存在着许多不确定因素。将系统

全部参数均视为确定性量所建立的确定性模型将
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无法反映出各参数的随机性对系统振动特性和动

态响应的影响，甚至在某些情况下会造成系统的不

稳定[1―2]。准确估计不确定参数对系统动态特性的

影响，对提高火箭武器系统动态性能具有重要   
意义。 
目前，不确定性参数系统的分析方法一般可分

为两类[1―2]：一类是以Monte Carlo方法为代表的统
计方法，其需要进行大量的样本试验和数据处理工

作，计算工作量很大；另一类是非统计的方法，其

利用现代数学分析和计算工具(如：摄动方法、子空
间迭代方法、区间分析、模糊法等)直接分析不确定
性参数系统的随机特性和随机响应。随机有限元方

法是不确定性系统建模的常用方法和分析工具。当

采用随机有限元方法分析复杂系统动态特性时，须

处理非常大的矩阵，计算工作量十分庞大，大刚度

梯度系统往往伴随计算“病态”，导致计算困难。 
传递矩阵法以其建模灵活、计算效率高等优

点，在诸多工程技术领域得到了广泛应用。针对确

定性模型，余旭东等[3]应用 Riccati传递矩阵法分析
了导弹固有特性；Xue[4]、戎保[5]、Abbas[6]等结合

有限元和传递矩阵法实现了结构动力学问题的快

速计算；芮筱亭等[7―9]建立了多体系统传递矩阵法

用于多体系统动力学问题研究，并利用有限元传递

矩阵法成功实现了对舰炮、大长径比火箭弹等工程

系统振动特性分析。董满才等[10]利用传递矩阵法，

研究了含不确定参数多体系统随机特征值问题。上

述研究为实现高效便捷的参数不确定性系统动态

特性研究提供了有益的思路。 
本文基于传递矩阵法和摄动方法，建立含不确

定性参数的细长火箭弹随机特征值问题分析方法，

研究了参数不确定性对火箭弹振动特性的影响。本

文方法充分利用了传递矩阵法建模灵活、计算效率

高、无需建立系统总体动力学方程等优点，大幅度

提高了不确定性系统的计算速度，降低了系统存储

需求。分别应用本文方法与 Monte Carlo 方法对某
大长径比火箭弹随机特征值问题进行了分析，两种

方法计算结果吻合较好，证明了本方法的有效性。 

1  火箭弹动力学模型 

对图 1所示某大长径比火箭弹，为叙述方便，
假设火箭弹振动服从如下基本假设[8]：1) 火箭弹为
沿弹轴截面复杂变化的梁，并且弹性中心线与质量

中心线重合；2) 长径比大，不考虑剪切的影响；3) 

轴向刚度远大于横向弯曲刚度，可忽略拉压变形的

影响。根据有限元法，采用二节点 Hemite 梁单元
将火箭弹体分成若干微元段。对任意单元 i，其轴
线上任意点的横向位移可表示为： 

( )i iu x=ψ δ , [0, ]ix l=          (1) 
式中： 1 2 3 4[ , , , ]i ψ ψ ψ ψ=ψ ， 

T T T
,1 ,2 1 1 2 2[ , ] [ , , , ]i i i u u u u′ ′= =δ δ δ ， 

3 2 3 3
1( ) ( 3 2 ) /i i ix l l x x lψ = − + ， 

2 2 3 2
2 ( ) ( 2 ) /i i ix l x l x x lψ = − + ， 

2 3 3
3 ( ) (3 2 ) /i ix l x x lψ = − ， 

2 3 2
4 ( ) ( ) /i ix l x x lψ = − + 。 

il 为单元 i的长度， 1u 、 2u 分别为节点 1、节点 2
处的横向振动位移。 1u′、 2u′分别为节点 1、节点 2

处微元的转角。 
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图 1  大长径比火箭弹横向振动力学模型 

Fig.1  Transverse vibration model for a slender rocket 

弯曲梁的应变能和动能可表示为： 
2

0

1 d
2

l
V EI u x′′= ∫ , 2

0

1 d
2

l
T Au xρ= ∫ &    (2) 

式中： EI 为抗弯刚度； ρ为质量密度； A为横截
面面积； 2 2/u u x′′ = ∂ ∂ ； d / du u t=& ， t为时间。 

将式(1)代入式(2)，由 Lagrange 方法可得火箭
弹单元 i的单元刚度矩阵 iK 和单元质量矩阵 iM ，

其元素分别为[3,11]： 

0

0

d
, , 1,2,3,4

d

l
ij i j

l
ij i j

k EI x
i j

m A x

ψ ψ

ρ ψ ψ

 ′′ ′′=
=

 =


∫

∫
    (3) 

根据式(3)计算所得的单元刚度矩阵和单元质
量矩阵，可得火箭弹单元 i的自由振动方程为： 

i i i i i+ =M δ K δ F&&            (4) 
式中， iF 为单元 i节点内力列阵。 

对于特征值问题，令： 
exp( j )i i tω=δ δ , exp( j )i i tω=F F    (5) 

式中： iδ 和 iF 分别是 iδ 和 iF 对应的模态矢量； j为
虚数单位；ω为火箭弹振动频率。 

将式(5)代入式(4)可得： 
,111 12,1 ,1

,221 22,2 ,2

ii i
i

ii ii

      
= =      

         

FS Sδ δ
S

FS Sδ δ
   (6) 
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式中， i i iλ= −S K M 为火箭弹单元 i的动力矩阵，
2λ ω= 为火箭弹特征值。 
经过简单运算后得火箭弹单元 i 的传递方   

程为： 

11 12

21 22,2 ,1 ,1
i

ii i i

      
= =       − −      

U Uδ δ δ
U

U UF F F
 (7) 

式中， iU 为单元 i的传递矩阵。 
1

11, 12, 11,i i i
−= −U S S , 1

12, 12,i i
−= −U S , 

1
21, 21, 22, 12, 11,i i i i i

−= −U S S S S , 1
22, 22, 12,i i i

−= −U S S 。(8) 

由于不同单元上的两联接截面位移连续，内力

大小相等、方向相反，可得： 

1,1 ,2i i+

   
=   −   

δ δ
F F

          (9) 

由式(7)和式(9)得火箭弹总传递方程： 

11 12
2 1

21 221,1 1,1 1,1
n

n+

      
= =      

      

U Uδ δ δ
U U U

U UF F F
L  

(10) 
其中， n为火箭弹的单元总数。 
代入系统边界条件，可得频率方程。对于自由

飞行大长径比火箭弹，可得： 

21 1,1 0=U δ              (11) 

频率方程： 
21 0| |=U              (12) 

2  火箭弹随机特征值分析 

2.1  参数不确定性火箭弹传递方程的摄动描述 
若火箭弹的几何和材料特性存在不确定性，令

T
1 2[ , , , ]rX X X=X L 为火箭弹不确定参数矢量，r

为火箭弹不确定参数总数。对于小参数摄动系统，

由摄动方法[1―2]，不确定性可描述为： 
(0) (1 ), 1,2, ,j j jX X j rε= + = L     (13) 

式中： (0)
jX 为不确定参量 jX 的初值； jε 为用于描

述 jX 不确定性的随机变量，且 1jε| |<< 。 

由 Taylor展开，系统特征值λ可表示为： 
(0) ( ) ( )

1 1 1
( )

r r l
l lm

l l m
l l m

λ λ λ ε λ ε ε
= = =

= + +∑ ∑∑X   (14) 

式中： (0)( )∗ 表示变量 ( )∗ 的初始值； ( )( ) l∗  
( 1,2, , )l r= L 表示变量 ( )∗ 相对于不确定参数 lX 的
一阶摄动； ( )( ) lm∗ 表示变量 ( )∗ 相对于不确定参数

lX 和 mX 的二阶摄动。 

同理，考虑系统参数的不确定性，对第 1节所
述火箭弹单元 i的传递矩阵 iU 可表示为： 

(0) ( ) ( )

1 1 1

r r l
l lm

i i i l i l m
l l m

ε ε ε
= = =

= + +∑ ∑∑U U U U   (15) 

任意节点的状态变量可表示为： 
(0) ( ) ( )

1 1 1

r r l
l lm

l l m
l l m

ε ε ε
= = =

= + +∑ ∑∑δ δ δ δ ， 

(0) ( ) ( )

1 1 1

r r l
l lm

l l m
l l m

ε ε ε
= = =

= + +∑ ∑∑F F F F 。 (16) 

将式(15)和式(16)代入式(10)，令： 
(0) (0) (0) (0) (0)

1 2 1n n−=U U U U UL ， 
( ) (0) (0) (0) ( ) (0) (0) (0)

1 1 1 2 1
l l

i n n i i i− + −=U U U U U U U UL L ， 
( ) (0) (0) (0) ( ) (0) (0) (0)

1 1 1 2 1
lm lm

i n n i i i− + −=U U U U U U U UL L ， 
( ) (0) (0) (0) ( ) (0)

1 1 1
lm l

ij n n i i i− + −=U U U U U UL L  
(0) ( ) (0) (0) (0)

1 1 2 1
m

j j j+ −U U U U UL 。       (17) 

忽略高阶小量，并令等式两边不确定性随机变

量ε 的同阶次项相等，可得： 
(0) (0)

(0)

1,1 1,1n+

   
=   

   

δ δ
U

F F
                  (18) 

( ) ( ) (0)
(0) ( )

11,1 1,1 1,1

l l n
l

i
in =+

     
= +     

     
∑δ δ δ

U U Z
F F F

   (19) 

 
( ) ( ) (0)

(0) ( )

11,1 1,1 1,1

lm lm n
lm

i
in =+

     
= + +     

     
∑δ δ δ

U U
F F F

 

( ) (0)
( ) ( )

1 1, 11,1 1,1

mn n n
l lm

i ij
i i i j j= = ≠ =

   
+ +   

   
∑ ∑ ∑δ δ

U U
F F

 

( )
( )

1 1,1

ln
m

lm i
i

δ
=

 
 
 

∑ δ
U

F
%                  (20) 

式中，
1,
0,lm

l m
l m

δ
≠

=  =
% 。 

2.2  参数不确定性火箭弹特征值分析 
对于自由飞行大长径比火箭弹，代入系统边界

条件，由式(11)、式(18)~式(20)，可得含随机参数
的火箭弹特征方程[1,12]为： 

(0) (0)
21 1,10 = U δ                          (21) 

(0) ( ) ( ) (0)
21 1,1 21, 1,1

1
0

n
l l

i
i=

= + ∑U δ U δ               (22) 

(0) ( ) ( ) (0) ( ) ( )
21 1,1 21, 1,1 21, 1,1

1 1
0

n n
lm lm l m

i i
i i= =

= + + +∑ ∑U δ U δ U δ  
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( ) (0) ( ) ( )
21, 1,1 21, 1,1

1, 1 1

n n n
lm m l

ij lm i
i i j j i

δ
= ≠ = =

+∑ ∑ ∑U δ U δ%   (23) 

式中， (0)
21U 、 ( )

21,
l

iU 、 ( )
21,
lm

iU 和 ( )
21,
lm

ijU 分别为代入系统

边界条件后由 (0)U 、 ( )lm
iU 、 ( )l

iU 和 ( )lm
ijU 获得的子

矩阵。 
对式(21)~式(23)所示随机特征值问题，首先求

解零阶特征方程式(21)即可得不确定性火箭弹特征
值的零阶摄动 (0)

kλ ( 1,2, )k = L 。对于实特征值问

题，该频率方程可用二分法、抛物线法、弦截法、

黄金分割法等多种方法求解[4]。将所获得的每一阶

特征值零阶摄动 (0)
kλ 依次代入矩阵 (0)

21U ，并对其作

奇异值分解[1]可得： 
(0) T
21 =U TDV             (24) 

式中：T和V 为酉矩阵，即 T =TT I ， T =VV I ，
TT 和 TV 为 T 和V 的共轭转置矩阵； D 为对角  
矩阵。 
将式(24)代入式(21)可得： 

T (0)
1,1 0=TDV δ            (25) 

令 
(0) T (0)

1,1 1,1′ =δ V δ            (26) 

将式(26)代入式(25)，并在等式两边左乘以矩阵
TT ，可得： 

(0)
1,1 0′ =Dδ              (27) 

如果 (0)
kλ 为系统 p重特征值，则对角阵D最后

p个对角元素为零，即D有如下形式： 

1 2diag[ 0 0]t p
p

d d d −=D L L14243  (28) 

式中：p为 (0)
kλ 对应的系统重根数；t为对角阵D的

阶次。对于孤立特征值问题， 1p = 。 

结合式(27)、式(28)可得 (0)
1,1′δ 有 p个非零解，设

这些非零解为： 
(0),1 T

1,1

(0),2 T
1,1

(0), T
1,1

[0 0 0 0 0 1]

[0 0 0 0 1 0]

[0 0 0 1 0 0]p

 ′ =


′ =


 ′ =

δ

δ

δ

L L

L L
L

L L

  (29) 

将式(29)各非零解依次代入式(26)，并在等式两
边左乘以矩阵V ，可得： 

(0), (0),
1,1 1,1 , 1,2, ,s s s p′= =δ Vδ L     (30) 

利用式(30)和火箭弹各单元的传递方程，可求
得作自由振动时系统第 k 阶 p重特征值对应的各

剖面状态矢量的零阶摄动。 
将上述过程获得的各零阶摄动矢量 (0),

1,1
sδ 和特

征值零阶摄动 (0)
kλ 依次代入式(22)，可得： 

T ( ), ( ) (0),
1,1 21, 1,1

1
0

n
l s l s

i
i=

+ =∑TDV δ U δ      (31) 

或 
T ( ), T ( ) (0),

1,1 21, 1,1
1

0
n

l s l s
i

i=
+ =∑DV δ T U δ     (32) 

式(31)可写成如下矩阵形式： 
T ( ) ( ) (0)

, 21, ,
1

0
n

l l
O n i O n

i=
+ =∑TDV A u U B u     (33) 

式中： 
( ) ( ),1 ( ),2 ( ),

, 1,1 1,1 1,1[ , , , ]l l l l p
O n =A δ δ δL ， 
(0) (0),1 (0),2 (0),

, 1,1 1,1 1,1[ , , , ]p
O n =B δ δ δL ， 

T
1 2[ , , , ]pu u u=u L 。 

su (s=1, 2, …, p)为任意非零实数。 

令 
( ) T ( )

, ,
l l

O n O n=A V A%           (34) 

将式(34)代入式(33)，并在方程两边同时乘以
TT ，可得： 

( ) T ( ) (0)
, 21, ,

1
0

n
l l

O n i O n
i=

+ =∑DA u T U B u%    (35) 

根据式(28)，式(35)需满足下述条件： 
( ) 0l =W u             (36) 

式中， ( )lW 为提取矩阵 T ( ) (0)
,

1

n
l

i O n
i=
∑T U B 最后 p行所

获得的子矩阵。 
则系统一阶摄动频率方程可表示为： 

( )det 0l =W            (37) 
求解式(37)，可得 (0)

kλ 对应特征值的一阶摄动
( ),l s
kλ 。一旦获得 ( ),l s

kλ ，利用式(28)和式(32)，可得： 

T ( ), T ( ) (0),
1,1 21, 1,1

1
{ } { } / ,

n
l s l s

j i j j
i

d
=

= − ∑V δ T U δ  

1,2, ,j t p= −L ， 
T ( ),

1,1{ } 0, 1, ,l s
j j t p t= = − +V δ L 。    (38) 

式中，{ } j∗ 为矢量{ }∗ 的第 j个元素。 

由式(38)可得一阶摄动 ( ),
1,1

l sδ 。再利用火箭弹单

元的传递方程，可求得作自由振动时系统第 k 阶 p
重特征值对应的各剖面状态矢量的一阶摄动。 

将式(24)、式(30)和式(38)代入式(23)可得： 
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T ( ), ( ) ( ), ( ) (0),
1,1 21, 1,1 21, 1,1

1 1, 1

n n n
lm s l m s lm s

i ij
i i i j j= = ≠ =

+ + +∑ ∑ ∑TDV δ U δ U δ  

( ) ( ), ( ) (0),
21, 1,1 21, 1,1

1 1
0

n n
m l s lm s

lm i i
i i

δ
= =

+ =∑ ∑U δ U δ%  (39) 

或 
T ( ), T ( ) ( ), ( ) (0),

1,1 21, 1,1 21, 1,1
1 1, 1

[
n n n

lm s l m s lm s
i ij

i i i j j= = ≠ =

+ + +∑ ∑ ∑DV δ T U δ U δ

( ) ( ), ( ) (0),
21, 1,1 21, 1,1

1 1
] 0

n n
m l s lm s

lm i i
i i

δ
= =

+ =∑ ∑U δ U δ%  (40) 

式(39)可写成如下矩阵形式： 
T ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1,0 21, 1,0 21, 1,0
1 1

[
n n

lm l m m l
i lm i

i i
δ

= =

+ + +∑ ∑TDV A U B U B%  

( ) (0) ( ) (0)
21, 1,0 21, 1,0

1 1, 1
] 0

n n n
lm lm

i ij
i i i j j= = ≠ =

+ =∑ ∑ ∑U B U B u  (41) 

式中： 
( ) ( ),1 ( ),2 ( ),
1,0 1,1 1,1 1,1[ , , , ]lm lm lm lm p=A δ δ δL ， 
( ) ( ),1 ( ),2 ( ),
1,0 1,1 1,1 1,1[ , , , ]p∗ ∗ ∗ ∗=B δ δ δL ， 

T
1 2[ , , , ]pu u u=u L 。 

su (s=1, 2, …, p)为任意非零实数。 

令 
( ) T ( )
1,0 1,0

lm lm=A V A%          (42) 

将式(42)代入式(41)，并在方程两边同时乘以
TT ，可得： 

( )
1,0 0lm + =DA u Ju%            (43) 

式中： 

T ( ) ( ) ( ) ( )
21, 1,0 21, 1,0

1 1

( ) (0) ( ) (0)
21, 1,0 21, 1,0

1 1, 1

n n
l m m l

i lm i
i i

n n n
lm lm

i ij
i i i j j

δ
= =

= = ≠ =


= + +




+ 


∑ ∑

∑ ∑ ∑

J T U B U B

U B U B

%

 

根据式(28)，式(43)需满足下述条件： 
( ) 0lm =W u            (44) 

式中， ( )lmW 为矩阵 J最后 p行所组成的子矩阵。 
则系统二阶摄动频率方程可表示为： 

( )det 0lm =W            (45) 
求解式(45)，可得 (0)

kλ 对应特征值的二阶摄动
( ),lm s
kλ 。一旦获得 ( ),lm s

kλ ，利用式(28)和式(40)可得： 

T ( ), T ( ) ( ),
1,1 1,1

1
{ } { [

n
lm s l m s

j i
i=

= − +∑V δ T U δ  

( ) (0), ( ) ( ),
1,1 1,1

1, 1 1

n n n
lm s m l s

ij lm i
i i j j i

δ
= ≠ = =

+ +∑ ∑ ∑U δ U δ%  

( ) (0),
1,1

1
]} / , 1,2, ,

n
lm s

i j j
i

d j t p
=

= −∑U δ L ， 

T ( ),
1,1{ } 0,lm s

j =V δ          1, ,j t p t= − + L 。(46) 

由式(46)，可得二阶摄动 ( ),
1,1

lm sδ 。再利用火箭弹

单元的传递方程，可得作自由振动时系统第 k 阶 p
重特征值对应的各剖面状态矢量的二阶摄动。 

结合特征值各阶摄动值，由式(14)可得不确定
系统特征值 ( )λ X 的均值和方差[1―2,12]分别为： 

(0) ( ) ( )

1 1 1
[ ] [ ] [ ]

r r l
l lm

l l m
l l m

E E Eλ λ λ ε λ ε ε
= = =

= + +∑ ∑∑  (47) 

2 2[ ] [ ] { [ ]}Var E Eλ λ λ= −                    (48) 

系统特征矢量的均值和方差可同理获得。 

3  数值仿真 

为验证本文方法的可行性，本节分析了含随机

参数的某自由飞行大长径比火箭弹的特征值问题。

按弹体的结构特性将其划分为二十个微元段。假设

弹体的抗弯刚度 EI 和质量密度 ρ 分别在区间
[ , (1 5%)]EI EI + 和[ , (1 5%)]ρ ρ + 均匀分布。根据已

知某型弹体的参数，分别采用 Monte Carlo 方法和
本文方法获得的其前 5阶固有频率的均值如表 1所
示。由表 1可见，两种方法所得结果吻合较好，证
明了本文方法有效可行。 
 表 1  某火箭弹固有频率均值计算结果 /Hz 

Table 1  Computational results of the means of natural 
frequencies for a rocket 

 1阶 2阶 3阶 4阶 5阶 

Monte Carlo 15.00 41.36 81.10 134.10 200.44 
本文方法 15.01 41.33 81.16 134.13 200.11 

4  结论 

固有振动特性分析是大长径比火箭弹研制与

动态设计的重要环节之一。参数不确定性对火箭弹

动态特性具有显著影响。本文利用传递矩阵法和摄

动方法，建立了火箭弹各单元的摄动传递方程，获

得了火箭弹的总传递方程和摄动特征方程，实现了

对含不确定性参数的细长火箭弹随机特征值问题

的分析。利用本文方法，无需建立系统总体动力学

方程，摄动特征方程的矩阵阶次与系统自由度数无

关。因此，本方法可大幅度降低随机特征值问题涉

及的矩阵阶次，提高计算效率，降低存储需求。分

别应用本文方法与 Monte Carlo 方法对某大长径比
火箭弹随机特征值问题进行了分析，两种方法计算
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结果吻合较好，证明了本方法的有效性。本文研究

对火箭弹动态性能分析和结构优化设计具有参考

意义。 
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