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SH波入射双相介质半空间浅埋任意位置 
圆形夹杂的动力分析 

齐  辉，杨  杰 
(哈尔滨工程大学航天与建筑工程学院，哈尔滨 150001) 

摘  要：采用 Green函数及复变函数方法研究了 SH波入射到双相介质半空间时，浅埋任意位置圆形夹杂的动力

响应问题。首先，利用“镜像”法构造满足直角平面自由边界条件的散射波场解答，进而求出该文所需的 Green

函数；其次，利用“契合”思想，将模型沿着垂直界面剖分为两个直角域，并利用界面连续性条件及 Green函数

建立待解外力系的第一类 Fredholm 积分方程组；最后，通过具体算例给出了圆形弹性夹杂周边的动应力集中系

数。结果显示：界面、自由边界、圆形夹杂、入射波数等因素均对动应力集中系数有影响。 
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DYNAMIC ANALYSIS FOR SHALLOWLY BURIED CIRCULAR 
INCLUSIONS OF ARBITRARY POSITIONS IMPACTED BY SH-WAVE IN 

BI-MATERIAL HALF SPACE  

QI Hui , YANG Jie 
(College of Aerospace and Civil Engineering, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China) 

Abstract:  Green’s function and complex function methods are used here to investigate the problem of the 
dynamic response for shallowly buried circular inclusions of arbitrary positions impacted by SH-wave in a 
bi-material half space. Firstly, the expression of the scattering wave field was constructed, satisfying the free 
boundary conditions in a right-angle plane by the method of ‘image’, then Green’s function was constructed. 
Secondly, the bi-material media was divided into two parts along the vertical interface using the idea of interface 
‘conjunction’, then a series of Fredholm integral equations of first kind for determining the unknown forces could 
be set up through continuity conditions on the surface and Green’s function. Finally, some examples for the 
dynamic stress concentration factor of the cylindrical elastic inclusion are given. Numerical results show that the 
dynamic stress concentration factor is influenced by the interface, free boundary, circular inclusion, incident wave 
and so on. 
Key words:  bi-material interfaces; right-angle plane; circular inclusion; Green’s function; dynamic stress 

concentration factor 
 
SH 波作用下局部地形对其附近浅埋结构的动

力影响问题，作为地震工程学及地下结构抗震与抗

爆理论研究的基础课题之一，具有重要的理论意义

和应用价值。对 SH 波作用下浅埋结构动力问题的
解析解研究，人们已经做了大量的工作[1―6]，如浅

埋孔洞、夹杂、衬砌结构。而对于浅埋结构中含有
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双相介质界面问题的研究并不多见[7―8]，且以往对

双相介质界面的研究多集中在全空间中[9―13]。因

此，本文采用复变函数及 Green函数方法研究了 SH
波作用下双相介质弹性半空间内浅埋任意位置圆

形夹杂的散射问题。由于双相介质界面的存在，故

在分析时需按照“契合”的思想，将半空间沿界面

处剖分，此时问题将转化为两个直角域。考虑到由

夹杂产生的散射波将在直角域两个自由边界产生

多次反射与折射，则需采用文献[14]提到的“镜像
叠加”原理构造一个自动满足直角域应力自由边界

条件的散射波解。最后给出了圆形夹杂周边动应力

集中系数的算例和数值结果，并对其进行了讨论。 

1  构造 Green函数 

本文采用的 Green函数是一个含有圆形弹性夹
杂的均匀、各向同性的二维直角平面区域垂直边界

表面上任意一点承受时间谐和的出平面线源荷载

01( )z zδ − 时位移的基本解，如图 1所示。 

θ
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图 1  线源荷载作用的直角区域 

Fig.1  The right-angle plane model impacted  
by a line source force 

引入复变量 iz x y= + ， iz x y= − ，位移函数

0( , )G z z 与时间的关系为 exp( i )tω− 。在复平面

( , )z z 上，介质内位移场满足控制方程： 
2
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式中： / sk cω= 为波数； /sc µ ρ= 为介质的剪切

波速；ω为位移函数的圆频率；µ ρ、 分别为介质的

剪切弹性模量和密度。 
在极坐标下的应力表达式为： 
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边界条件可以表述为： 
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其中： ( )δ ⋅ 为 Dirac-Delta函数； rzτ Ι 、 rzτ ΙΙΙ为夹杂内

外总径向剪切应力；GΙ、GΙΙΙ为夹杂内外总位移。 
满足控制方程式(1)和边界条件式(3)的位移场

基本解，由两部分构成：直角平面区域垂直边界表

面线源荷载产生的扰动和圆形弹性夹杂所激发的

散射波。对于线源荷载 01( )z zδ − 在一个完整的直角

域内的扰动，可将其视为入射波 ( )iG ，使其满足不

含圆形弹性夹杂的直角平面域边界应力自由条件，

采用文献[14]中提到的“虚设点源”及多极坐标移
动技术来构造，因此入射波可以表述为： 
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式中： 01 0i( )z d h y= + − ； 02 0i( )z d h y= + + ；

(1)
0 ( )H ⋅ 为零阶第一类 Hankel函数； 0z 、z分别代表

源点和像点的位置。 
入射波相应的应力表达式为： 
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式中： 
(1) 01

1 1 1 01
01

(1) 02
1 1 02

02

(1) 01
2 1 1 01

01

(1) 02
1 1 02

02

| |( | |)

| |( | |)

( | |)
| |

( | |)
| |

z zH k z z
z z
z zH k z z
z z
z zH k z z
z z
z zH k z z
z z

φ

φ

− = − + −
 −

− −
 − = − +
 −


− − −

 

由于圆形弹性夹杂所激发的散射波将会在弹

性夹杂和直角平面区域自由表面上发生多次反射，

致使能满足直角域边界应力自由条件的波场解析

解很难给出。为了克服这一难点，采用“镜像”法

及多极坐标移动技术将其构造为： 
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式中： 
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nA 为未知的求解系数，由边界条件确定。同时，通
过验证，上述表达式能够满足直角边界应力自由  
条件。 
散射波场相应的应力表达式为： 
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在圆形弹性夹杂内产生驻波，其驻波表达   
式为： 
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其中： nB 为未知求解系数，由边界条件确定；

3 3/k cω= 是 弹 性 夹 杂 内 SH 波 的 波 数 ，

3 3 3/c µ ρ= 是 SH波在弹性夹杂介质内的传播速
度； ( )nJ ⋅ 是 n阶第一类 Bessel函数。 

驻波相应的应力表达式为： 
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利用夹杂边界处位移和应力连续性条件： 
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得到确定待定系数 nA 、 nB 的方程组，即： 
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为了求解方程式(11)，需在式(11)两边同乘 ie mθ− ，

并在 ( π,π)− 上积分，则得到一系列的代数方程组： 
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其中： 
π πi i

1 1 1 1π π

π πi i
1 1 2 2π π

π πi i
2 2 2 2π π

1 1e d , e d
2π 2π
1 1e d , e d

2π 2π
1 1e d e d

2π 2π

m m
mn n mn n

m m
m mn n

m m
mn n m

θ θ

θ θ

θ θ

ξ ξ θ η η θ

ζ ζ θ ξ ξ θ

η η θ ζ ζ θ

− −

− −

− −

− −

− −

− −

 = ⋅ = ⋅

 =  ⋅ = ⋅

 = ⋅  , =  ⋅

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

对方程组式(12)通过有项截断得到有限个未知
数的方程组并求解。在本文算例中，对于上述无穷

代数方程组中的每一个级数分别选取 7项即可很好
满足预先给定的计算精度 6(10 )− 。 

因此，可得本问题的 Green函数： 
( ) ( )

0 0 0( , ) ( , ) ( , )i sG z z G z z G z z= +     (13) 

2  理论模型与分析 

界面附近任意位置圆形夹杂的双相介质半空

间模型如图 2所示。直角空间 I中介质的密度和剪
切弹性模量分别为 1ρ 和 1µ ，直角空间 II 中相应的
值为 2ρ 和 2µ 。其中介质 I、介质 II中分别含半径为

1R 、 2R 的圆形弹性夹杂，其介质的密度和剪切弹
性模量分别为 3ρ 和 3µ 及 4ρ 和 4µ ，圆形夹杂圆心到
水平边界和垂直界面的距离分别为 1h 、 1d 和 2h 、

2d 。建立局部坐标系 1 1 1x O y 和 2 2 2x O y ，其与整体坐
标系 xOy 的关系为 1 1z z d= + ， 2 2z z d= − −  

1 2i( )h h− 。 

 
图 2  界面附近任意位置圆形夹杂的双相介质半空间模型 
Fig.2  Bi-material media model with circular inclusions of  

arbitrary positions near the interface in half space 

对双相介质界面问题，可利用“契合”方法研

究，即沿界面将其“剖分”为直角区域 I和区域 II，
如图 3所示。根据剖分面上连续性条件，建立求解
外力系的定解积分方程组。 
由于自由表面及双相介质界面的存在，仍需利

用“镜像”法，将其转化为全空间的界面问题求解。

因此，全空间中的等效入射波可以表示为： 
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其中： 0 0πβ α= − ； 0W 为入射波的最大位移； 0α 为

SH波的入射角度。 

1f 2f

 
图 3  半空间双相介质界面的契合模型 

Fig.3  Conjunction of bi-material media interface in half-space 

在界面上产生的等效反射波和等效折射波分

别表示为： 
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其中， 1 4πβ α= − ， 4α 为界面处的折射角度。 

SH 波作用下圆形夹杂产生的散射波场、驻波
场的位移及应力表达式与点源函数作用下夹杂产

生的散射波场、驻波场的位移和应力表达式形式相

同。其待定系数，由夹杂边界的连续性条件确定，

其解的过程与求解 Green函数系数相同。 
在“剖分”面上，总位移和总应力分别为： 

( ) ( , ) ( , ) ( )

(II) ( , ) ( )

(I) ( , ) ( , )

(II) ( , )

i e r e s

f e s

i e r e
z z z

f e
z z

W W W W

W W W

θ θ θ

θ θ

τ τ τ

τ τ

Ι Ι

ΙΙ

 = + +


= +


  = +
  =

     (17) 

其中， ( )sW Ι 、 ( )sW ΙΙ 分别是散射波场在区域 Ι、区
域 ΙΙ剖面上产生的位移。 

界面上的应力连续条件写成： 
(I) (II)

0 1 0 0 0 2 0 0sin ( , ) sin ( , )z zf r f rθ θτ θ θ τ θ θ+ = +  (18) 
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式中：当 o
0 2 90θ β= = − 时，0 r < ∞≤ ；当 0 3θ β= =     

o90 时， 10 r h≤ ≤ 。 

利用 ( , ) ( , ) ( , )i e r e f e
z z zθ θ θτ τ τ+ = ，可得： 

1 0 0 2 0 0 0 2 3( , ) ( , ), ,f r f rθ θ θ β β= =      (19) 

界面上的位移连续条件为： 
1 2( ) ( )(I) (II)f fW W W W+ = +        (20) 

利用 ( , ) ( , ) ( , )i e r e f eW W W+ = ，则： 
1 2( ) ( )( ) ( )f fs sW W W WΙ ΙΙ+ = +         (21) 

其中： 1( )fW 表示作用于区域 I 剖面的附加外力系

1 0 0( , )f r θ 在界面任意一点引起的位移场； 2( )fW 表

示作用于区域 II 剖面的附加外力系 2 0 0( , )f r θ 在界

面任意一点引起的位移场。利用前面求得的 Green
函数，并应用式(21)，求解未知外力系的定解积分
方程可以表示为： 

1

1 0 3 1 3 0 3 2 3 0 3 00

1 0 2 1 3 0 2 2 3 0 2 00

( , )[ ( , ; , ) ( , ; , )]d

( , )[ ( , ; , ) ( , ; , )]d

h
f r G r r G r r r

f r G r r G r r r

β β β β β

β β β β β
∞

 + +

+ =

∫

∫
3

( ) ( )[ ]s sW W θ β
ΙΙ Ι

=−                         (22) 
1

1 0 3 1 2 0 3 2 2 0 3 00

1 0 2 1 2 0 2 2 2 0 2 00

( , )[ ( , ; , ) ( , ; , )]d

( , )[ ( , ; , ) ( , ; , )]d

h
f r G r r G r r r

f r G r r G r r r

β β β β β

β β β β β
∞

 + +

+ =

∫

∫
2

( ) ( )[ ]s sW W θ β
ΙΙ Ι

=−                      (23) 

其中， 1G 、 2G 是介质 I和介质 II中的 Green函数。 

上述定解积分方程组是含弱奇异性的第一类

Fredholm方程组，其奇异性表现为 Green函数的像
点与源点重合时，被积核函数呈对数奇异性。求解

该积分方程组的方法多种多样，本文采用弱奇异积

分方程组直接离散法，结合散射波的衰减特性，把

积分方程组转化为线性代数方程组，求解出在一系

列离散点上附加外力系 1 0 0( , )f r θ 和 2 0 0( , )f r θ    

的值。 

3  动应力集中系数(DSCF) 

在介质 I中，圆形弹性夹杂的环向剪切应力为： 
1( ) ( 1) 1 0 31

1 0 3 00

( , , , )( , ) d
hI t

z z
G r rf r r

rθ θ
θ βµ

τ τ β
θ

∂
= + +

∂∫  

1 0 21
1 0 2 00

( , , , )( , ) dG r rf r r
r

θ βµ
β

θ
∞ ∂

∂∫     (24) 

其中： ( 1) ( , ) ( , ) ( )t i e r e s
z z z zθ θ θ θτ τ τ τ= + + ， ( )s

zθτ 是介质 I 中

1r R= 处产生的散射波应力。 

圆形夹杂 III 环向动应力集中系数表达式可以
写成： 

* ( )
0| / |z zθ θτ τ τΙ=               (25) 

其中， 0 1 1 0k Wτ µ= 为入射应力的最大幅值。 

4  算例和分析 

本节给出了不同的材料组合时，夹杂 III 动应
力集中系数 *

zθτ 的变化情况，并讨论了界面、自由

边界及夹杂 IV对夹杂 III动应力集中系数的影响。
本文所取参数均为无量纲的，其中 1 2d d d= = ，

1 2h h h= = ；圆形夹杂半径 1 2 1.0R R R= = = ，入射

波数用 1k R来表示；与介质 Ι、介质 ΙΙ、介质 ΙΙΙ、

介质 VΙ 相关的无量纲参数用 *
1 2 1/µ µ µ= ，

*
2 3 1/µ µ µ= ， *

3 4 2/µ µ µ= ， *
1 2 1/k k k= ， *

2 3 1/k k k= ，
*
3 4 2/k k k= 来表示。算例中当 * 1.50k = ， * 0.38µ =

时，对应花岗岩含混凝土情况；当 * 0.70k = ，
* 3.23µ = 时，对应花岗岩含钢情况。 

1) 图 4 给出 *
1 1.0k = ， *

1 1.0µ = ， *
2 1.0k = ，

*
2 0.0µ = ， *

3 1.0k = ， *
3 1.0µ = 这一极端情况且 SH

波垂直入射时， *
zθτ 的分布情况。此时算例退化为

无限半空间均匀介质中含圆形孔洞问题。当

1 0.1k R = ， / 12.0h R = ， / 12.0d R = 时，其结果与

文献[15]一致。由此证明了本文方法的正确性。 

2) 图5(a)~图5(c)给出SH波水平入射时， *
zθτ 的

分布情况。取参数 *
1 2.0k = ， *

1 1.0µ = ， *
2 1.5k = ，

*
2 0.38µ = ， 1.5d = ， 12.0h = ， *

3 0.7k = ， *
3 3.23µ = 。

由图 5中可以看出，当 SH波低频入射时，含双夹
杂时 *

zθτ 最大值较单夹杂时提高 6.0%，而当中高频

入射时，其值分别提高 16.2%和 15.0%。说明当 SH 
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图 4  SH波垂直入射到均匀介质时 
圆形孔洞周边动应力集中系数的分布情况 

Fig.4  Distribution of DSCF around hole edge in the 
homogeneous medium disturbed by SH-waves vertically 
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(b) 1 1.0k R =  
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(c) 1 2.0k R =  

图 5  SH波水平入射时夹杂周边动应力集中系数的分布 
Fig.5  Distribution of DSCF around inclusion edge disturbed 

by SH-waves horizontally 

波以低频入射，夹杂 IV对夹杂 III的 *
zθτ 影响较小，

而随着入射频率的增加，夹杂 IV对夹杂 III的影响
就越明显。 

3) 图 6(a)~图 6(b)给出当夹杂距离自由边界较
近时， *

zθτ 的分布情况。取参数 *
1 2.0k = ， *

1 1.0µ = ，
*
2 1.5k = ， *

2 0.38µ = ， *
3 0.7k = ， *

3 3.23µ = ， 1.5d = ，

12.0h = 。当 SH波水平入射时，圆形夹杂 o0 ~ o180
范围内 *

zθτ 值大于 o180 ~ o360 范围内的值，且当 SH
波低频入射时， *

zθτ 值相差并不明显；当高频入射

时， *
zθτ 值相差较为明显。同时，当 SH波斜入射时 

( o
0 45α = )， *

zθτ 最大值均小于水平入射时 *
zθτ 值。由

此也说明 *
zθτ 受入射角度的影响。 
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(b) o

0 45α =  
图 6  SH波以不同角度入射时 
夹杂周边动应力集中系数的分布 

Fig.6  Distribution of DSCF around inclusion edge disturbed 
by SH-waves with different incident angles 

4) 图7(a)~图7(c)给出SH波水平入射时， *
zθτ 的

分布情况。取参数 *
1 1.0µ = ， *

2 1.5k = ， *
2 0.38µ = ，

*
3 0.7k = ， *

3 3.23µ = ， 1.5d = ， 12.0h = 。当 SH
波以低频入射时，随着 *

1k 的增加， *
zθτ 值也增加，

即当 SH波由硬介质入射到软介质时( *
1 1.0k > )， *

zθτ
最大值增加且发生在 o90θ = 处，对比均匀介质 
( *

1 1.0k = )时增加 33.9%；当 SH波以波数 1 1.0k R =
入射时， *

zθτ 最大值发生在 o82θ = 左右，值为 3.57，
而当 SH 波以波数 1 2.0k R = 入射时， *

zθτ 最大值发

生在 o53θ = 左右，值为 4.00，且随着 *
1k 的增加， *

zθτ  
减小。因此，可以总结随着入射波数的增加， *

zθτ 最

大值位置偏向双相介质界面处，说明双相介质界面

的影响不可以忽略。 
5) 图8(a)~图8(c)给出SH波水平入射且夹杂距

自由界面不同距离时， *
zθτ 的分布情况。取参数

*
1 2.0k = ， *

1 1.0µ = ， *
2 1.5k = ， *

2 0.38µ = ， *
3 0.7k = ，

*
3 3.23µ = ， 1.5d = 。当 SH波低频入射且 1.5h = ， 
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3.0h = 时对应 *
zθτ 值较 6.0h = 时的值分别提高

2.5%和 0.7%,；而当 SH波以中频入射时， *
zθτ 值分

别提高 14.1%和 10.2%；高频入射时， *
zθτ 值分别提

高 37.6%和 1.9%。说明当圆形夹杂距自由界面较近
时，其动应力集中系数的值也会增加。 
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(b) 1 1.0k R =  
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(c) 1 2.0k R =  

图 7  SH波水平入射到不同双相介质时 
夹杂周边动应力集中系数的分布 

Fig.7  Distribution of DSCF around inclusion edge in different 
bi-media disturbed by SH-waves horizontally 
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(c) 1 2.0k R =  

图 8  SH波水平入射时距自由界面不同距离的 
夹杂周边动应力集中系数的分布 

Fig.8  Distribution of DSCF around inclusion edge with 
different distance from free interface disturbed by SH-waves 

horizontally 

5  结论 

本文采用 Green函数及复变函数方法求解了双
相介质无限半空间界面附近任意位置圆形弹性夹

杂对 SH 波的散射问题。总结算例，我们可以得到
以下结论： 

 



 工    程    力    学 327 

(1) 半空间中各种缺陷、自由边界、入射波数以
及入射角度等因素对夹杂动应力集中系数均有影

响，故应予以重视。同时，本文算例结果可以为设

计及工程实践提供理论和数值参考。 
(2) 本文介质参数只是取花岗岩中含混凝土及

花岗岩中含钢的情况进行讨论，对于其他介质参

数，本文方法同样适用。 
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