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ABSTRACT: Recursive projection method (RPM) was 
implemented for power system equilibrium calculation and 
small signal stability analysis via black-box invocation of 
existing time-domain simulation code (TDSC). With RPM, the 
full state space is decomposed into an unstable/slow invariant 
subspace and its orthogonal complement. Newton type of 
method and the original fixed point iteration scheme of TDSC 
are applied on the two subspaces respectively. In this paper, the 
basis for invariant subspace was constructed through either QR 
factorization or Arnoldi method. The effectiveness of RPM for 
enhancing convergence of fixed point iteration and extracting 
small signal stability information from TDSC was verified by 
test examples. The influences of different basis construction 
methods and parameter settings on the performance of RPM 
were addressed as well. Moreover, RPM is demonstrated to be 
suitable for its application with explicit integration methods. 
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摘要：递归投影方法(recursive projection method，RPM)通过

对现有时域仿真程序(time-domain simulation code，TDSC)
的黑箱调用来获取电力系统平衡点以及小扰动稳定信息。在

RPM 作用下，全状态空间被解耦为不稳定/慢不变子空间及

其正交补子空间两部分，分别采用牛顿型算法以及 TDSC 
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原有的不动点迭代格式进行计算。采用 QR 分解方法或

Arnoldi 方法来构造不变子空间的基底，并通过具体算例验

证 RPM 增强不动点迭代收敛性以及判别系统小扰动稳定状

态的有效性；同时，还分析不同基底构造方式和参数设置方

案对 RPM 计算性能的影响，并得出了 RPM 适宜与显式积

分法结合使用的结论。 

关键词：递归投影；时域仿真；平衡点；小扰动稳定性；不

变子空间；基底 

0  引言 

时域仿真程序(time domain simulation code，
TDSC)是研究电力系统动态响应的重要工具[1]。目

前电力工业界已有许多开发成熟的仿真软件[2]，如

果能够充分利用这些软件在元件建模和数值方法

方面的优势，并将其应用范畴扩展到数值积分之外

的其他领域，则不但可以节省编程代价，还能为电

力系统提供更多计算分析工具。为此，本文采用递

归投影方法(recursive projection method，RPM)[3]，

通过对 TDSC 的黑箱调用，增强不动点迭代的收敛

性，获取电力系统的平衡点以及小扰动稳定信息。 
本文工作受到一类基于时域仿真器的方法[4-6]

启发，此类方法一般具有双层结构：通过外层控制

算法(即 RPM)对 TDSC 进行黑箱调用，由 TDSC 为

外层算法提供函数值估计、残差数值、矩阵向量乘

积的近似值等数据；外层算法对这些数据进行分析

并提取有用的信息，其处理结果又被反馈给 TDSC
作为控制参数或者初始值来进行下一时步的运算。 



68 中  国  电  机  工  程  学  报 第 31 卷 

 

RPM 的基本思路是将全状态空间分解为不稳

定/慢不变子空间及其正交补子空间两部分，分别采

用牛顿法以及TDSC原有的不动点迭代格式进行计

算。通过这种方式，可显著增强不动点迭代的收敛

性，同时近似出不动点迭代格式的主导特征值，进

而判别系统的小扰动稳定性。文献[7]介绍了 RPM
的原理、步骤以及基于 QR 分解的基底构造方法，

探讨了微分代数方程 (differential and algebraic 
equation，DAE)系统的应用方式以及处理非线性环

节的策略，并通过 2 种具体的时域仿真软件(PST[8]

和 PSS/E)验证了 RPM 克服不动点迭代数值稳定问

题和加快其收敛到稳态运行点速率的有效性。本文

进一步给出基于 Arnoldi 方法的基底构造方法，探

讨不同基底构造方式和参数设置方案对 RPM 计算

性能的影响，证明 RPM 计算不稳定平衡点的功能，

并对 RPM 与显式和隐式积分方法结合使用时的效

率进行比较。 

1  递归投影方法 

1.1  不动点迭代格式的局部收敛特性 
电力系统机电过程和中长期动态行为通常由

一组 DAE 来进行描述： 
 ( , , )=x L x y u  (1) 
 G(x, y, u) = 0 (2) 
式中 x ∈ RN、y ∈ RT和 u ∈ RS 分别代表状态变量、

代数变量和控制参数。 
根据式(2)，若将代数变量 y 的求解过程看作隐

式地应用下式进行计算： 
 y = Y(x, u) (3) 
则原 DAE 系统可以降阶等效为常微分方程

(ordinary differential equation，ODE)系统： 
 ( , ( , ), ) ( , )= =x L x Y x u u F x u  (4) 
并通过差分化处理得到相应的不动点迭代格式： 
 x(

 

v
 

+1)
 = Φ (x(

 

v
 

), u) (5) 
不动点迭代格式(5)的局部收敛特性由其稳态

运行点处雅克比矩阵 Φ x 的主导特征值[9](最大模特 
征值)决定。若全部特征值 1{ }N

kμ 都严格位于下式所 
表征的单位圆 Kδ 内部，那么不动点迭代格式(5)在
其稳态运行点的一个邻域内具有渐近收敛性。 
 Kδ = {| z | ≤ 1 − δ },  δ > 0 (6) 
如果有若干特征值位于 Kδ 外部，则不动点迭代无

法收敛；若全部特征值都位于 Kδ 内部，但是某些

特征值接近圆周，则收敛速度会比较缓慢。针对上

述 2 种收敛性问题，RPM 可以在前一种情况下使不

动点迭代恢复收敛；在后一种情况下改善收敛速度。 
1.2  递归投影方法的基本步骤 

设不动点迭代格式(5)的雅克比矩阵 Φ x有 m 个 
特征值 1{ }m

kμ 位于单位圆 Kδ 外部或接近圆周，即： 
 | μ 1 | ≥ ⋅⋅⋅ ≥ | μ m | ≥ 1 − δ ≥ | μ m+1 | ≥ ⋅⋅⋅ ≥ | μ N | (7) 

RPM 将全状态空间 RN 分解为对应于 1{ }m
kμ 的 

不稳定/慢不变子空间 P 及其正交补子空间 Q 两部

分，然后分别进行计算。若设 Zp ∈ RN×m为子空间 P
的标准正交基底，则对于任意 x ∈ RN，可以得到 
 x =p+q= Zpz + q (8) 

 T

T( )

p
m

p

p p

P

Q

= ∈⎧
⎪ = ∈⎨
⎪ = − ∈⎩

p Z z
z Z x
q I Z Z x

R  (9) 

相应的，不动点迭代格式(5)可以解耦为 
 ( 1) ( ) ( ) T ( ) ( )( , , ) ( , , )v v v v v

p
+ = ≡z f z q u Z z q uΦ  (10) 

( 1) ( ) ( ) T ( ) ( )( , , ) ( ) ( , , )v v v v v
p p

+ = ≡ −q g z q u I Z Z z q uΦ  (11) 

根据文献[3]，子空间 Q 上的不动点迭代格   
式(11)是局部收敛的。因此 RPM 在子空间 P 上通过

牛顿法求解方程(10)以增强不稳定/慢速收敛模态

的收敛性，而在子空间 Q 上维持不动点迭代格 
式(11)进行计算。假设 T( )p x p−I Z ZΦ 非奇异，则 RPM 

的步骤为： 
1）计算初始值。 

 
(0) T (0)

(0) T (0)

( )

( ) ( )
p

p p

⎧ =⎪
⎨

= −⎪⎩

z Z x u

q I Z Z x u
 (12) 

2）迭代更新 z 与 q。 
( 1) ( ) T 1 T ( ) ( ) ( )( ) [ ( , , ) ]v v v v v

p x p p
+ −= + − −z z I Z Z Z z q u zΦ Φ  (13) 

( 1) ( ) ( ) T ( ) ( )( , , ) ( ) ( , , )v v v v v
p p

+ = = −q g z q u I Z Z z q uΦ  (14) 

直到满足如下收敛条件： 
( 1) ( 1) ( 1)( ) ,v v v

p
+ + += +x u Z z q   

 ( 1) ( )|| || , 0v v ε ε+ − ≤ >x x  (15) 
实际运算中可以通过伪牛顿方法提高计算效

率[7]，并利用数值微分法[10-11]来近似矩阵向量的乘

积数值：设基底 Zp = [Zp1 ⋅⋅⋅ Zpm] ∈ RN×m，ξ > 0
为微小摄动量，则 Φ x Zp的第 i 列元素可由下式近似

得出： 
Φ x Zpi ≈ [Φ (x + ξ Zpi, u) − Φ (x, u)] /ξ,  i = 1,2,⋅⋅⋅, m (16) 
1.3  小扰动稳定信息的获取 

RPM 的一个副产物是子空间 P 上的低维雅克 
比矩阵 T m m

p x p
×= ∈H Z Z RΦ ，从中可以近似出不动 

点迭代格式(5)雅克比矩阵 Φ x 在平衡点处的主导特
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征值。但是原 DAE 系统的小扰动稳定性是由降阶

等效 ODE 系统方程(4)的如下雅克比矩阵的最大实

部特征值决定的[7]： 
 1 ,x x Y x x y y x y

−= + = −F L L Y L L G G G 非奇异  (17) 

为了分析原系统的小扰动稳定性，就需要了解 Φ x

与 Fx特征谱的关系。 
对于精确积分格式，Φ x 的特征值 1{ }N

kμ 与 Fx

的特征值 1{ }N
kλ 之间存在如下对应关系[5-6]： 

 e , 1,2, ,kh
k k Nλμ = =  (18) 

式中 h 为积分步长。 
实际采用的积分方法不可能完全精确，此时 Φ x

与 Fx特征值之间的关系与具体积分格式相关[12-13]。

举例来说，对于欧拉法(Euler method，EM)有 
 μ k = 1 + hλ k,  k = 1,2,⋅⋅⋅, N (19) 

对于改进欧拉法 (modified Euler method，   
MEM)有 
 μ k = [(1 + hλ k)2

 + 1] / 2,  k = 1,2,⋅⋅⋅, N (20) 
对于隐式梯形算法(implicit trapezoidal method，

ITM)有 
 μ k = (1 + hλ k / 2) / (1 − hλ k / 2),  k = 1,2,⋅⋅⋅, N (21) 

因此，Fx的部分最大实部特征值可以根据具体

积分格式，由 RPM 近似得出的 Φ x的主导特征值推

导出来，进而对平衡点的小扰动稳定性质做出判断。 

2  基底构造方法 

2.1  基于 QR 分解的基底构造方法 
构建不变子空间 P 对应于特征值 1{ }m

kμ 的基底 
矩阵 Zp，是应用 RPM 的一个重要步骤。 

根据文献[3]，若将子空间 Q 上的差分向量表示

为 Δq(
 

v
 

)
 = q(

 

v
 

+1)
 − q(

 

v
 

)，并且假定初始向量 Δq(0)在雅

克比矩阵 gq的主导特征向量方向上具有非零元素，

则{Δq(
 

v
 

)}渐近于 gq 的主导不变子空间。 
基于上述论述，本文通过对子空间 Q 上不动点

迭代收敛速率的监控来判断何时需要向基底矩阵

中添加元素。具体来说，如果经过 vmax(用户指定参

数)次迭代之后仍然不满足收敛标准(15)，则采用 k
个最新生成的差分向量构建 Krylov 子空间 K： 
 K = {Δq(

 

v
 

), Δq(
 

v
 

−1),⋅⋅⋅, Δq(
 

v
 

−
 

k
 

+1)} (22) 
根据 Krylov 子空间的维数 k，本文称这种基底

构造方式为 QR(k)方法。一般来说，适当增大维数

k 可能改善基底的构造速度，这是由于较大的 k 值

提高了同时向基底矩阵中添加多个向量的可能性。 
为求取不变子空间 P 的标准正交基底，需要对 

矩阵 K̂ = [Δq(
 

v
 

), Δq(
 

v
 

−1),⋅⋅⋅, Δq(
 

v
 

−
 

k
 

+1)]进行 QR 分解[14]，

即： ˆˆ ˆ=K QR ，其中 ˆ N k×∈Q R 为正交矩阵， ˆ k k×∈R R
为上三角矩阵。若分解过程中考虑列选主元(column 
pivoting)，那么矩阵 R̂ 的对角元素 ,

ˆ| | ( 1,i iR i = 2, ,  
)k 按降序排列，则对于满足下式的最大的整数 i： 

 , 1, 1 a
ˆ ˆ| | / | | , 1,2, , 1i i i iR R K i k+ + ≥ = −  (23) 

矩阵 Q̂ 的前 i 列元素被添加到基底矩阵中。基底矩 
阵新添元素之后，需要对其列元素进行重新正交化

(reorthogonalization)处理[15]。 
式 (23)中的参数 Ka 称为 Krylov 接受标准

(Krylov acceptance ratio)，其取值影响基底构建的速

度和精确度：当 Ka较小时，基底构建的速度较快但

是精度相对较差，可能导致算法发散；相反的，当

Ka较大时，基底精度将得到提高，但是可能影响计

算速度。因此，Ka的取值应在计算效率和基底精度

之间权衡，并根据具体问题而进行调整。 
基底构造的精度与效率取决于初始向量和所

求取平衡点处的特征谱：若初始向量在主导特征向

量方向上所占比重较大，并且主导特征值和其他特

征值之间存在较大间隙，那么基底构造的效率会相

对较高；反之则基底构造速度会相对缓慢[16]。 
2.2  基于 Arnoldi 方法的基底构造方法 

除了 QR 分解法以外，本文还将采用 Arnoldi
方法来构建不变子空间 P 的基底。Arnoldi 方法是

一种基于 Krylov 子空间方法的正交投影特征值计

算方法。一个 k 步 Arnoldi 分解的基本步骤[17]如下： 
1）输入矩阵 A ∈ Cn×n 和初始向量 v1。 
2）令 v1 = v1 / || v1 ||，ω = Av1，α 1 = v1

Hω。 
3）令 f1 ← ω − v1α 1，V1 ← v1，H1 ← α 1。 
4）对于 j = 1,2,⋅⋅⋅, k − 1 进行循环迭代。 
① β j = || f j ||，vj +1 = f j /β j； 

② Vj +1 ← [Vj, vj +1]， T
ˆ j

j
j jβ

⎡ ⎤
← ⎢ ⎥

⎣ ⎦

H
H

e
； 

③ ω ← Avj +1， 1
H
j+←h V ω ，f j +1 ← ω − Vj +1h； 

④ 1
ˆ[ , ]j j+ ←H H h 。 

5）结束迭代，输出 T
k k k k k= +AV V H f e 。 

上述步骤中，Vk ∈ Cn×k 具有正交列向量，Hk ∈ 

Ck×k为上 Hessenberg 矩阵，ek表示 k 阶单位矩阵 Ik

的第 k 列。分解完成后，若 || fk || 足够小，则认为

Vk的列向量近似张成矩阵 A 的不变子空间。矩阵 A
的特征值和特征向量分别由 Hk 的特征值和 W = 

Vk Pk来近似，其中 Pk是 Hk的右特征向量。在此过
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程中，为保证正交化精度，应通过 Gram-Schmidt
方法[15]对 Vk的列向量进行重新正交化处理。 

Arnoldi 分解的结果依赖于初始向量的选取。当

Arnoldi 迭代达到指定次数而尚未获得满足精度要

求的计算结果时，就需要重新选择初始向量再次进

行分解。RPM 需要计算的是矩阵 A 的主导特征谱，

因此希望初始向量在主导特征向量方向上占有较

大比重。本文通过隐式重启动策略[17-19]来滤除初始

向量中不需要的特征向量信息，并采用隐式双位移

方法(implicit double shift technique)[14]来回避复数

运算。隐式重启动 Arnoldi 分解的基本步骤[17]为： 
1）输入 m 步 Arnoldi 分解 T

m m m m m= +AV V H f e 。 
2）对于 l = 1,2,⋅⋅⋅，作循环迭代直到收敛。 
①计算 Hm 的特征值，选择 p 个位移量

 μ 1, μ 2,⋅⋅⋅, μ p。 
②令 Q = Im。 
③对于 j = 1,2,⋅⋅⋅, p 作循环迭代。QR 分解为

[Qj, Rj] = qr(Hm − μ j I)；Hm ← Qj
HHmQj，Q ← QQj。 

④ k = m − p， ˆ ( 1, )k m k kβ = +H ，σ k = Q(m, k)。 

⑤ 1
ˆ

k k k m kβ σ+← +f v f 。 
⑥ 令 Vk ← VmQk，其中 Qk为矩阵 Q 的前 k 列

元素构成的子矩阵；并令 Hk为矩阵 Hm的前 k 行、

k 列元素构成的子矩阵 
⑦在 k 步 Arnoldi 分解 T

k k k k kAV = V H + f e 的基 
础上，再进行 p 步 Arnoldi 分解，得到新的 m 步 
Arnoldi 分解 T

m m m m mAV = V H + f e 。 
在 RPM 中应用隐式重启动 Arnoldi 方法，矩   

阵 A 代表雅克比矩阵 Φ x，初始向量 v1取为全状态空

间上的差分向量 Δx(
 

v
 

)
 = x(

 

v
 

+1)
 − x(

 

v
 

)，并以 Hm 的特征

值中距离期望值最远的 p 个特征值作为位移量。上

述步骤中矩阵 A 与向量 vj +1 的乘积同样采用数值微

分方法获得，这需 TDSC 进行一些额外的函数值估

计工作。总体来说，Arnoldi 方法比 QR 分解的计算

量大，并且无法预知适宜的基底维数和构建基底的

时机。尽管受到上述因素的限制，但如果应用得当，

那么 Arnoldi 方法所构建的基底精度会相对较高，而

且能够大大增强不动点迭代的收敛性，从而补偿其

耗费的额外计算代价，并改善整体计算速度[16]。 

3  递归投影方法的整体流程图 

图 1 为 RPM 的整体流程图。从图中可以看出： 
初始时，基底 Zp 和矩阵 T

p x p=H Z ZΦ 置为空，基底 

维数 Bs = 0，迭代次数 v = 0。在每一步积分结束之 

 

是 

否

是 

否

是

是

否

否

初始化： 
Zp和 H 置为空，Bs = 0，v = 0，τ = 0

对于(x(
 

v
 

), u) 

开始 

时域仿真程序 

代数变量 y(
 

v
 

)数值 

函数值估计Φ (x(
 

v
 

), y(
 

v
 

), u) 

非线性环节起作用？

Zp和 H 置为空，Bs = 0，τ = 1 

子空间投影： 
z(

 

v
 

)
 ← Zp

Tx(
 

v
 

)；q(
 

v
 

)
 ← x(

 

v
 

)
 − Zp z(

 

v
 

) 

RPM 迭代： 
( 1) ( ) 1 T ( )

( 1) T
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获得稳态运行点及
小扰动稳定信息

需要更新 Zp？

更新 Zp，H，Bs 

τ = 0？ 

v ← v + 1 

τ = 0

 
图 1  递归投影算法的整体流程图 

Fig. 1  Flowchart of the recursive projection method  

后，RPM 利用 TDSC 的输出结果(包括代数变量数

值[7]、函数值估计结果、残差数值以及矩阵向量乘

积的近似值等)完成基底构造(QR 分解或 Arnoldi 方
法)和 RPM 的迭代。RPM 计算得到的新状态变量又

被反馈给 TDSC 作下一步积分的初值。在 RPM 的

作用下，原不动点迭代的收敛性大大增强，系统稳

态运行点的小扰动稳定性也得以判别。 
同时，考虑到电力系统中普遍存在大量非线性

环节(例如限幅器、迟滞环节、继电器等)，为了能

够根据系统的非线性变化对基底矩阵进行更新，从

而提取正确的稳态运行点和小扰动稳定信息，本文

在 RPM 迭代步骤中引入一个非线性环节指示信号

(τ )并采用图 1 所示的处理方式：初始情况下置 τ = 

0；当系统中发生非线性变化时，则置 τ = 1，暂时

闭锁基底构造环节，清空已构建的基底矩阵，并对

基底构造步骤进行重启[7]。 

4  算例分析 

4.1  WECC 9 节点系统 
4.1.1  算例系统简介 

本算例中发电机采用 4 阶模型，励磁器为 IEEE 
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DC1 型，原动机为简单 3 阶模型。元件模型的具体

细节参见文献[20]。母线 4 在 0.1 s 发生三相接地短

路故障，故障于0.2 s清除(断开线路4-9)。采用PST[8]

仿真软件进行积分计算，积分方法为改进欧拉法和

隐式梯形法，积分步长为 0.005 s。不论采用显式或

隐式积分方法，不动点迭代都无法收敛。 
4.1.2  RPM 作用于显式改进欧拉积分方法的情形 

如果将RPM作为改进欧拉法的外层控制算法，

则不稳定的不动点迭代过程可以收敛到故障后的

平衡点。同时 RPM 近似出不动点迭代格式雅克比

矩阵 Φ x的部分主导特征值，并根据式(20)推导出系

统雅克比矩阵 Fx 的部分特征值。Fx 有 2 对共轭特

征值(0.38 ± j0.52 及 0.52 ± j6.42)位于右半复平面，

从而判断该平衡点为不稳定平衡点。 
不稳定 /慢子空间的基底可以由 QR(6)或

Arnoldi 方法构建。表 1 对比了 MEM 和 RPM 的计

算性能。表中情形 2—5 对 RPM 采用了不同的基底

构造方式和参数设置方案。 
表 1  MEM 和 RPM 的性能比较(WECC 9 节点系统) 

Tab. 1  Performance comparison between MEM and RPM 
(WECC 9-bus system) 

情形 方法 Ka Bs Ss Sf Tc/s Eb/10−2

1 MEM     —  
2 QR(6) 200 29 140 1 140 37.5 3.4 
3 QR(6) 250 27 140 1 240 39.4 3.2 
4 Arnoldi  29 100   100  8.0 1.0 
5 Arnoldi  19 100   100 50.9 1.3 

表 1 中 Bs 为基底维数；Ss为开始构建基底时的

迭代步；Sf 为基底最终形成时的迭代步；Tc 为迭代

收敛所耗费的时间；Eb 代表基底精度，该值由 Φ x 
真实特征值 1{ } sB

kμ 和 RPM 近似特征值 1{ } sB
kμ 之间 

的相对误差来衡量[16]： 

 2 2

1

| |1 ( )
| |

sB
k k

b
ks k

E
B

μ μ
μ=

−
= ∑  (24) 

从表 1 中可以看出参数(Ka、Bs、Ss)设置对 RPM
计算性能的影响。QR 分解法不需要事先指定构造

基底的时间(Ss)和基底大小(Bs)，其性能主要受参数

Ka 影响。比较情形 2、3 可以看出，Ka 较小时，基

底维数相对较大而精度相对较低。对于 Arnoldi 方

法，则需要预先指定 Ss和 Bs的数值。由于无法预知

适宜的基底大小，本算例为情形 4 设定了与情形 2
相同的基底维数。可以看出，由于情形 4 的基底提

取较早而且精度较高，因此 RPM 能够显著增强不

动点迭代的收敛性，从而抵偿了 Arnoldi 方法构造

基底所耗费的额外代价，整体计算速度大为加快。

此外，将情形 4、5 进行对比可以看出，较大的基底

维数有利于增强迭代的收敛性，但是这同时也将增

加 Arnoldi 方法以及牛顿法的计算代价。此时，RPM
的整体计算性能取决于占据主导地位的影响因素。 

图 2 分别给出了显式改进欧拉方法(情形 1)和
RPM 迭代方法(以情形 4 为例)的仿真曲线。对于情

形 1，图中的曲线代表系统真实的故障后变化轨迹

(发散轨迹)。而对于情形 4，图中的曲线只是 RPM
作用下计算不稳定平衡点过程的直观示意图，该曲

线不再代表实际的动态响应。在图 2 所示的 A 点处，

RPM 通过 Arnoldi 方法构造了基底矩阵；从 A 点开

始，全状态空间被分解为 2 个子空间分别进行计算；

在图中 B 点处，RPM 迭代满足收敛标准(15)，从而

获得了系统的不稳定平衡点。 
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图 2  情形 1、4 仿真结果比较图 

Fig. 2  Comparison of curves for Case 1 and Case 4 

4.1.3  RPM 作用于隐式梯形积分方法的情形 
类似的，RPM 也可以作为隐式梯形积分算法的

外层控制算法，计算不稳定的故障后平衡点，并给

出小扰动稳定信息。表 2 对 ITM 和 RPM 的计算性

能进行了比较。为方便对照，QR 方法的参数 Ka以

及 Arnoldi 方法的参数 Bs、Ss 的设置均与 4.1.2 节相

同。通过对情形 7—10 的比较也可以得出与 4.1.2
节类似的结论。其中情形 7、8 中 Ka的变化范围并

未对 RPM 的计算结果产生影响。这是由于在 Ka的

2 种取值下，RPM 迭代都可以同时满足 Krylov 接

受标准(23)，因此两算例的基底构造过程和计算结

果是相同的。 
表 2  ITM 和 RPM 的性能比较(WECC 9 节点系统) 

Tab. 2  Performance comparison between ITM and RPM 
(WECC 9-bus system) 

情形 方法 Ka Bs Ss Sf Tc/s Eb/10−2

6 ITM     —  
7 QR(6) 200 30 140 1 040 53.8 4.1 
8 QR(6) 250 30 140 1 040 53.8 4.1 
9 Arnoldi  29 100   100 12.1 1.0 
10 Arnoldi  19 100   100 76.7 1.3 
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4.2  新英格兰 39 节点系统 
4.2.1  算例系统简介 

本算例的元件模型与 4.1 节相同。母线 3 在

0.12 s 时发生三相接地短路故障，故障于 0.36 s 清除

(断开线路 3-4)。采用 PST[8]仿真软件进行积分计算，

积分方法为改进欧拉法和隐式梯形法，仿真步长为

0.01 s，不动点迭代缓慢收敛到稳态运行点。 
4.2.2  RPM 作用于显式改进欧拉积分方法的情形 

RPM 可以显著加快不动点迭代收敛到稳态运

行点的速度。在获得故障后平衡点的同时，RPM 近

似得出了不动点迭代格式雅克比矩阵 Φ x 的部分主

导特征值，从中可以推导出系统雅克比矩阵 Fx的部

分特征值，由于这些特征值都位于复平面的左半平

面，因此可判断故障后平衡点具有小扰动稳定性。 
不稳定 /慢子空间的基底可以由 QR(6)或者

Arnoldi 方法构建。表 3 给出了 MEM 以及 RPM 迭

代方法计算性能的比较结果。 
表 3  MEM 和 RPM 的性能比较(新英格兰 39 节点系统) 

Tab. 3  Performance comparison between MEM and RPM 
(New England 39-bus system) 

情形 方法 Ka Bs Ss Sf Tc/s Eb/10−2

1' MEM     267.1  
2' QR(6) 100 38   746 2 033  72.8 4.200 0
3' QR(6) 150 28 1 164 2 064  70.4 3.700 0
4' Arnoldi  33 1 300 1 300  69.2 0.008 9
5' Arnoldi  48   800   800  36.7 2.400 0

从表 3 中可以看出，对于 QR 分解的基底构造

方法(情形 2' 和 3' )来说，参数 Ka取值较小时，所得

的基底维数 Bs 相对较大而基底精度相对较低。对于

Arnoldi 方法(情形 4' 和 5' )来说，情形 4' 的基底构

造时间(Ss)较晚，不利于 RPM 快速发挥增强收敛性

的作用，但此时故障扰动引起的非线性已经减弱，

因而有利于提高基底精度；情形 5' 的基底构造时间

(Ss)较早，此时故障扰动引起的非线性仍然较强，

因而基底精度比情形 4' 低，但是由于 RPM 能够较

早发挥增强收敛性的作用，而且基底维数 Bs 较大，

因而有利于增强迭代的收敛性。最终 RPM 的整体

计算性能受到基底构造时间、基底精度、基底维数以

及牛顿法求解本身的计算代价等因素的综合影响。 
图 3 给出了改进欧拉方法(情形 1' )和 RPM 迭

代方法(以情形 2' 为例)的仿真结果曲线。 
此算例计算过程中有非线性现象发生，因此需

要考虑非线性环节对 RPM 计算结果的影响。以情

形 2' 为例，首先在图 3 中 A 点处有 5 维向量被添加

到基底矩阵中，之后 RPM 迭代按照 1.2 节中介绍的 

 

t/s 

V 3
/p

u 

0.90
5

0.95

1.05

1.10

1.00
情形 1' 

10 15 20

情形 2' 
A

B 
C 

D

 
图 3  情形 1'、2' 仿真结果比较图 

Fig. 3  Comparison of curves for Case 1' and Case 2' 

步骤进行。当迭代进行到图中 B 点时，34 号母线励

磁器的电压调节器输出值达到上限，此时 TDSC 向

RPM 输出指示信号，RPM 暂时闭锁基底构造环节，

清空已构建的基底矩阵(15 维)，并对基底构造步骤

进行重启。一个新的 5 维基底矩阵在图中的 C 点处

生成，该基底维数逐渐扩大到 38 维，RPM 迭代在

图中 D 点处收敛。通过这些操作，RPM 可以根据

系统的非线性变化对基底矩阵进行更新，从而提取

正确的稳态运行点和小扰动稳定信息。 
4.2.3  RPM 作用于隐式梯形积分方法的情形 

如果将 RPM 作用于隐式梯形算法外围，同样

可以加快不动点迭代收敛到稳态运行点的速度，获

得正确的故障后平衡点以及相应的小扰动稳定性信

息。RPM 计算参数(包括 QR 方法的参数 Ka、Arnoldi
方法的参数 Bs、Ss)的设置与 4.2.2 节相同。表 4 对

ITM 和 RPM 的计算性能进行了比较。4.2.2 节中对

非线性环节的处理方式仍然适用。如果将表 3、4(或
表 1、2)进行对比，可以看出 RPM 与显式积分方法

联合使用时的计算速度要比与隐式积分法联合使

用时的快速。这是因为通常情况下，显式方法所需

要的计算代价比隐式方法低。同时，由于 RPM 可

以有效克服显式积分方法中的数值稳定性问题[7]，

因此十分适宜与显式积分方法进行结合使用。 
表 4  ITM 和 RPM 的性能比较(新英格兰 39 节点系统) 

Tab. 4  Performance comparison between ITM and RPM 
(New England 39-bus system) 

情形 方法 Ka Bs Ss Sf Tc/s Eb/10−2

6' ITM     352.0  
7' QR(6) 100 30   487 1 738  92.8 3.000 0
8' QR(6) 150 33   737 1 737  94.7 2.600 0
9' Arnoldi  33 1 300 1 300 108.2 0.008 1

10' Arnoldi  48   800   800  61.3 1.200 0

5  结论 

本文回顾了 RPM 的基本原理与步骤，给出了
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基于 QR 分解和 Arnoldi 方法的基底构造方法，验

证了 RPM 增强不动点迭代收敛性以及判别系统小

扰动稳定状态的有效性，分析了不同基底构造方式

和参数设置方案对 RPM 计算性能的影响，并比较

了RPM与显式和隐式积分方法结合使用时的效率。

主要结论如下： 
1）RPM 可以有效增强不动点迭代的收敛性，

从而可以加快不动点迭代的收敛速率，克服不动点

迭代的数值稳定问题，并可以计算不稳定的平衡点。 
2）RPM 的整体计算性能受到基底构造时间、

基底精度、基底维数以及牛顿法求解本身的计算代

价等因素的综合影响。 
3）RPM 与显式积分方法联合使用时的计算速

度要比与隐式积分方法联合使用时快速；同时，由

于 RPM 可以有效克服显式积分方法的数值稳定问

题，因此十分适宜与显式积分方法结合使用。 
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