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ABSTRACT: This paper applied the radial basis function 
(RBF) collocation method to solve electromagnetic problems 
with moving conductors. A superposition RBF collocation 
method under moving coordinate system was presented to 
compute the convective-diffusion Maxwell equations of the 
transient eddy current magnetic field. The field, which was 
regarded as a superposition of two fields generated by the 
excitation current and the eddy current respectively, was 
constructed with RBFs in separate moving coving coordinate 
systems. According to the linear property of the RBF 
collocation model, the corresponding governing equations 
could be directly decoupled and solved through time-domain 
iteration. Therefore, the motion of the conductor could be 
transferred into the relative motion between coordinate systems. 
And the RBF model would not change during the iteration, 
which avoided the model reconfiguration due to the conductor 
motion. To examine the method, two numerical examples: 
TEAM workshop problem 28 and an electromagnetic launcher 
system were computed. The results agreed well with the 
experiment data shown in literatures.  
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摘要：将径向基点配置法应用于求解运动导体涡流电磁问

题，提出一种基于运动坐标系的叠加径向基点配置算法来求

解描述瞬态涡流磁场的对流扩散麦克斯韦方程。求解域内的

磁场被视作由激励电流与感生涡流 2 种电流所产生磁场的

叠加，并在运动坐标系下分别用径向基函数来拟合，根据 
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径向基点配置法的控制方程呈线性这一特点，对其进行解耦

并构造时域迭代来求解。这样就把导体的运动转化为坐标系

之间的相对运动，迭代过程中在各自坐标系下的径向基模型

始终保持不变，避免了因导体运动造成的模型重铸。为了验

证该算法的有效性，求解了基准问题 TEAM workshop 
problem 28 以及一个电磁线圈弹射系统的动态过程，所得结

果与文献中的实验结果相符合。 

关键词：径向基点配置法；叠加原理；运动导体；涡流；运

动坐标系 

0  引言 

许多工程装置中都含有运动的导体，如涡流驱

动的快速分断开关、电磁弹射装置、磁悬浮系统等。

对运动导体涡流电磁场问题的求解一直是计算电

磁学中的热点和难点问题[1-3]。 
计算这类问题的关键：一是求解描述磁场的对

流扩散方程，二是构造可以模拟导体运动的数学模

型。传统的基于网格数值算法，如有限元法在求解

运动涡流问题时往往会遇到较大的困难。由于导体

的运动，各单元之间的相对位置在随时变化，需要

在每个迭代时间步中对模型的网格进行重剖，极大

地增加了求解的计算量，在模型较复杂，所需单元

较多的情况下是不可取的。 
近年来发展起来许多改进型算法来避免模网

格重剖，其思想是在不同的模型中，对运动部分和

静止部分进行建模，然后将 2 个模型耦合，如有限

元和边界元耦合算法、组合网格有限元法以及插值

运动边界法[4-14]等，然而这样的处理也增加了额外

的计算量来对两部分模型进行耦合。 
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径向基点配置算法是近年来发展起来的一种

纯无单元算法。它免除了网格的剖分，通过布置在

求解域内的节点来构造形函数，利用点配置法将描

述电磁场的偏微分麦克斯韦方程转化为线性矩阵

方程进行求解，具有格式简单，求解精度高的特点，

已经被用来求解稳态和瞬态电磁场问题[15-17]。作为

一种非基于网格的算法，径向基点配置法在处理运

动导体磁场问题时具有得天独厚的优势。 
本文根据径向基点配置法控制方程呈线性的

特点，结合场源叠加原理，提出了一种建立在运动

坐标系下的叠加径向基点配置算法来求解运动导

体涡流磁场。求解域内的磁场被视为由 2 个场源：

已知的激励电流和导体内的感生涡流所产生的磁

场的叠加，通过径向基函数来直接对描述磁场的控

制方程进行解耦，并在时域内构造迭代进行求解。

描述激励电流磁场和涡流磁场的径向基节点分别

设置在独立的坐标系中，从而把导体的运动转化为

坐标系之间的相对运动，坐标系内的节点坐标和形

函数在迭代过程中保持不变，避免了模型的重铸。 
作为验证，本文求解了基准问题 TEAM 

workshop problem 28 以及一个电磁线圈弹射系统的

运动过程，所得结果与文献中的实验结果相符，显

示了该算法在求解运动导体电磁问题时的有效性。 

1  运动导体涡流电磁系统的场方程 

为不失普遍性，在二维笛卡尔坐标系下考虑如

下电磁系统：设在求解域Ω内存在激励电流区Ωs 和

导体区Ωe，其中Ωs 内存在均匀分布的电流密度

Js=Jz，当 Js随时间变化时，其时变磁场会在导体区

Ωe内感生出涡流，其电流密度用 Je来表示，由于涡

流的存在，此时的导体变成载流导体，在磁场中会

受到力的作用而运动。导体的电导率σ和求解域内

的磁导率μ为常数，二维模型下矢量磁位 A 只有一

个维度，定义 A=Az 表示其 z 轴分量，Ωe 内的磁场

应满足： 

2
s

A A A J
t

σμ σμ μ∂
− × ∇ × − ∇ =

∂
V     (1) 

式中矢量 V 表示导体的运动速度。定义线性算子 
2( ) ( ) ( )L σμ⋅ = ∇ ⋅ + × ∇ × ⋅V ，公式(1)可写成： 

s( )A L A J
t

σμ μ∂
− =

∂
           (2) 

这是一个典型的对流扩散方程。用Ωh 来表示除

了Ωe 以外的求解域，其中的磁场满足如下泊松   
方程： 

2
sA Jμ∇ = −              (3) 

在求解域的边界∂Ω上磁场满足： 
( ) 0B A =                (4) 

式中 B(⋅)是边界条件算子，在一类和二类边界上它

分别表示 A=0 和∂A/∂n=0，n 表示边界的法线方向。 

2  径向基点配置算法 

径向基配点法的原理见文献[18]，其思想是利

用分布在整个求解域和边界上的节点而不是网格

所构造的径向基函数来拟合待求的未知量。设在求

解域内和边界上分别布置 NI+NB=N 个节点，A的径

向基拟合形式为 

T

1
( , ) ( ) ( ) ( )

N

j j
j

A t a t ϕ
=

= ⋅ =∑x x Q x a      (5) 

式中：ϕj 为以第 j 个节点为中心的径向基函数；Q
表示径向基函数向量；x=[x,y]为二维坐标向量；

a=[a1(t),a2(t),…,aN(t)]表示待求的未知系数向量。 
为得到控制方程，将(5)代入(2)—(4)，并在所

有节点上进行点插值。节点处的磁场所满足的方程

由该节点所在的区域决定，设在 NI个域内节点中，

编号为 1…NE 的节点位于涡流区Ωe，编号为

NE+1…NI的节点位于非涡流区Ωh，边界节点编号为

i=NI+1…N，可以得到如下的径向基点配置法控制

方程： 

1

s E

( )
{ ( ) ( ) [ ( )]}

            ( ),             1, ,

N
j

j i j j i
j

i

a t
a t L

t
J i N

σμ ϕ ϕ

μ
=

∂
− =

∂

=

∑ x x

x …      (6) 

2
s E I

1
( ) [ ( )] ( ),    1, ,

N

j j i i
j

a t J i N Nϕ μ
=

∇ = − = +∑ x x …  (7) 

I
1

( ) [ ( )] 0,      1, ,
N

j j i
j

a t B i N Nϕ
=

= = +∑ x …     (8) 

写成向量形式如下： 
T T

s E( ) [ ( )] ( ),   1, ,i i iL J i Nσμ μ− = =Q x a Q x a x� … (9) 
2 T

s E I[ ( )] ( ),    1, ,i iJ i N Nμ∇ = = +Q x a x …    (10) 
T

I[ ( )] 0,      1, ,iB i N N= = +Q x a …     (11) 

上述方程中含有对时间的微分，常用的处理方

法有隐式欧拉法，四阶龙格库塔法等。这里用

Crank-Nicolson(克兰克−尼克尔森)格式来构造迭代
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求解，它也是一种隐式算法，令时间间隔为Δt，对

于未知数 U，其从第 k 步到第 k+1 步的离散形式为 
1/ ( ) /k kU t U U t+∂ ∂ = − Δ         (12) 
10.5( )k kU U U+= +            (13) 

将式(12)和(13)代入式(9)—(11)，可以得到最终的涡

流磁场控制方程如下： 

T 1 T

T 1
s E

1{ ( ) [ ( )]} { ( )
2

1     [ ( )]} ( ),    1, ,
2

T k
i i i

k k
i i

L
t t

L J i N

σμ σμ

μ

+

+

− = +
Δ Δ

+ =

Q x Q x a Q x

Q x a x … (14) 

2 T 1 1
s E I[ ( )] ( ),    1, ,k k

i iJ i N Nμ+ +∇ = = +Q x a x …  (15) 
T 1

I[ ( )] 0,      1, ,k
iB i N N+ = = +Q x a …    (16) 

显然，根据选取的离散方法的不同，(14)—(16)
的形式也有相应的变化，但是都可以用与时间无关

的径向基函数 Q 构成的系数矩阵和与时间相关的

未知量 a 之间的线性矩阵方程来表示，在瞬态涡流

问题的求解中这样的迭代格式被证明是准确有效

的[15]。 

3  叠加径向基点配置算法 

3.1  场源叠加原理应用于径向基点配置法 
到此已经得到了描述运动涡流磁场的径向基

点配置法控制方程，然而如果将该模型直接应用于

运动导体系统将会面临许多问题。 
首先是如何描述导体的运动。径向基函数是基

于空间内分布的节点来构造的，由于Ωe的位置是变

化的，如果假定节点的空间位置不变，则Ωe所包含

的节点会随着运动而发生变化，位于Ωe边缘的节点

会由于前后时间段所处的区域发生变化导致其控

制方程发生突变；而如果让Ωe内的节点也随着导体

运动，方程系数矩阵内的元素将由于节点坐标 x 的

改变而改变，这就破坏了径向基函数的前后一致

性，导致迭代无法进行；其次，当Ωe 与Ωs 相距非

常近时，由于无法在两者之间的细小间隙中布置很

多的节点，从而难以准确地描述间隙中存在的高梯

度磁场。 
为了解决上述问题，本文提出了叠加径向基点

配置算法。从描述电磁场的麦克斯韦方程中可以看

出，无论是电场还是磁场，都是由一定的“源”产

生的，如果空间内同时存在多个场源，可以分别计

算出每个场源单独作用时产生的场然后相加，这就

是场源叠加原理。 
回到运动导体涡流磁场问题中，可以将求解域

内的磁场看成激励电流 Js 产生的磁场 As 和涡流 Je

产生的磁场 Ae二者的叠加，公式(5)变成： 
T

s s e e s s s
T
e e e

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

              ( ) ( )

A t A t A t t

t

= + = +x x x Q x a

Q x a   (17) 

式中下标 s 和 e 分别表示与激励电流和涡流相关的

场量。建立两组坐标系，并分别在这两组坐标系中

布置径向基节点来构造 Qs 和 Qe，用 xs 和 xe分别表 
示它们的节点在各自坐标系下的坐标， s′x 和 e′x 分 
别表示它们在对方坐标系下的坐标。和公式(5)相
比，式(17)多引入了一组节点和径向基函数，表面

上看起来使问题更加复杂了，然而由于两组径向基

模型分属于独立的坐标系，可以用坐标系之间的相

对运动来表示导体的运动，避免了迭代过程中径向

基节点模型发生改变。此外由于将激励电流和涡流

磁场分开独立计算，Ωe 与Ωs 之间的间隙也随之消

除，其中的高梯度磁场被转化为 2 个相对低梯度磁

场的叠加。 
下面考虑如何求解 As 和 Ae。通常情况下 Js 是

已知的，而 Je 是由时变磁场在Ωe 内感生的，即 Je

和 Js 二者之间存在着耦合关系，由于径向基点配置

法控制方程的线性特性，可以在方程(14)—(16)内直

接对这 2 个未知量进行解耦。首先考虑 As，其在整

个求解域Ω内满足： 
2

s sA Jμ∇ = −               (18) 
因此有 

2 T 1 1
s s s s s sI[ ( )] ( ),     1, ,k k

i iJ i Nμ+ +∇ = =Q x a x …   (19) 
T 1
s s s sI s[ ( )] 0,       1, ,k

iB i N N+ = = +Q x a …    (20) 

通过式(19)—(20)可求出 1
s
k +a 和 1

s
kA + ，在此基础 

上考虑涡流磁场 Ae，设 Qe的节点分布在Ωe内的编

号为 1…NeE，将(17)和(19)，(20)代入(14)，得 

T T 1
e e e e e

T T
e e e e e

1 1
s e s e

1
s e eE

1{ ( ) [ ( )]}
2

1    { ( ) [ ( )]}
2

    { [ ( ) ( )]

    ( )},     1, ,

k
i i

k
i i

k k k
i i

k
i

L
t

L
t

A A
t
A i N

σμ

σμ

σμ σμ

+

+ +

+

− =
Δ

+ −
Δ

′ ′− − ×
Δ

′∇ × =

Q x Q x a

Q x Q x a

x x V

x …      (21) 

非导体区域不存在涡流，磁场满足拉普拉斯方程： 
2

e 0A∇ = ，因此有 
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2 T 1
e e e eE eI[ ( )] 0,    1, ,k

i i N N+∇ = = +Q x a …     (22) 

同样，在边界上有 
T 1
e e e eI e[ ( )] 0,    1, ,k

iB i N N+ = = +Q x a …     (23) 

3.2  叠加径向基模型与常规径向基模型的等价性 
通过解耦，得到了叠加径向基点配置法的运动

导体涡流控制方程(19)—(23)，下面来验证其与常规

径向基模型，即方程(14)—(16)的等价性。 
为简便起见，首先不考虑导体的运动，即令

V=0，考虑如下的径向基节点模型：在求解域 0≤x≤ 
200，0≤y≤200 mm 的区域内和边界上均匀分布 N= 

41×41=1 681 个径向基节点，其中坐标为(25, 105)
的节点上存在 Js=−1.0×106sin(100πt) A/m2 的电流密

度，当节点坐标满足 10≤x≤60 且 115≤y≤145 时，该

节点插值方程满足式 (14)，其余域内节点满足    
式(15)，边界上磁场满足 A=0。 

接下来分别用常规径向基模型和叠加径向基

模型来求解。在建立运动坐标系时，令 Qs和 Qe的

节点完全重合，节点数目都是 41×41=1 681 个，并使

用同样的高斯径向基函数来分别拟合 As和 Ae ，二维

坐标下 高斯径向基函数的格式为 
2 2 2 2( , ) exp[ ( ) ( ) ],   1,2, ,i x i y ix y c x x c y y i Nϕ = − − − − = …  

式中 cx和 cy为径向基的形状参数。 
将上述模型参数代入(14)—(16)以及(19)—(23)

并求解，所得的结果分别用 A和 A�来表示。图 1 和

图 2 分别给出了 t=0.6 ms 时刻 2 种算法所得的磁场 
线分布，除去边界上磁场大小为零的点之外，A�与
A的全局相对误差： 

2 12

1

1 ( ) 2.253 8 10
N

i i

i i

A A
E

N A
−

=

−
= = ×∑

�
 

接近于零，可见 2种算法的计算结果完全一致，  
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图 1  常规径向基模型的计算结果 A 的等位线 
Fig. 1  Isopotential lines of the magnetic vector potential 

computed by the normal RBF collocation method 

 200

100

  0
0 100 200

X/mm 

Ωe

Y/
m

m
 

−0.5

−1.0

−1.5

−2.0

A/10−6 ∼

 
图 2  叠加径向基模型的计算结果 A� 的等位线 

Fig. 2  Isopotential lines of the magnetic vector potential 
computed by the superposition RBF collocation method 

即在求解静止导体涡流磁场时叠加径向基模型与

常规模型是等价的。 
以上分析中假设 V=0，接下来分别考察导体的

运动对求解方程和对径向基模型产生的影响。 
首先，当 V≠0 时，式(1)中所增加的扩散项

−σμV×∇×A 不会破坏其径向基点配置法控制方程的

线性特性，因此也就不会改变该方程解的唯一性，

叠加原理依然成立。速度项过大时引起的解的数值

振荡可以通过多尺度径向基函数拟合来消除[19]。 
其次，式(21)中 As 和 Ae的联系体现为在 Qs所 

属坐标系中计算Ωe区域内的激励磁场 s e( )A ′x 。在不

计导体运动时有 e e′ =x x ，设 Qe与 Qs 分属的坐标系

之间发生相对运动时有 e e e′ = + Δx x x ，只要能够准

确地求解出 s e( )A ′x ，就可以确保计算 Ae的准确性。

从(19)—(20)可以看出， s e( )A ′x 的计算等同于静态 
场，只要建立合适的节点模型 Qs，即可保证其计算

精度[16]。  
需要注意的是求解域边界及其附近的节点模

型，当Qe的坐标系相对初始位置有了Δxe的位移时，

其边界节点与原边界也有了Δxe的偏差，因此 Qe的

边界节点并不准确满足原来的边界条件，这里需要

根据不同的边界类型进行具体分析。 
如果求解域的边界都是无穷远边界，那么在边

界附近的磁场变化平缓且接近为零，当Δxe 相对整

个模型尺寸很小时，可以近似认为磁场仍满足第一

类边界条件；如果模型有其他类型的边界如对称边

界、第二类边界时，只有当Δxe 的方向与此类边界

切线方向平行时，才不会改变原来的边界条件。以

上面的模型为例，设边界 x=0 变为对称边界且满足

∂A/∂x=0，其余仍为无穷远边界，如果Δxe有 x 轴方

向分量，就会给计算带来误差，并且误差会随着Δxe

的增大而增大，在建立径向基节点模型求解具体问

题时应避免这种情况。必要时只能使用无穷远边
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界，放弃利用对称性简化模型，而且边界应选取的

足够远，满足在可能的Δxe 偏差范围内磁场仍近似

为零，这样虽然所需的节点数目和计算量都相应的

增多了，但不会引起误差。 
综上，考虑导体的运动不会给计算引入显著的

误差，因此叠加径向基模型与常规径向基模型始终

都可以认为是等价的，这缘于径向基点配置法控制

方程的线性特性，使不同未知量之间的解耦变得简

便。由于运动坐标系的引入，避免了迭代过程中的

模型重铸，该算法可以方便地模拟运动导体涡流系

统的动态过程。 

4  验证算例 

为了验证叠加径向基点配置算法在实际工程

问题中的有效性，求解了 2 个典型的算例。 
首先是基准问题 TEAM workshop problem 28，

该系统由内外 2 个通有相反方向正弦电流的线圈提

供激励磁场，在位于线圈上方的铝盘中感生涡流，

并使铝盘受到斥力而运动，经过一系列振荡衰减后

停止在一定的高度，其模型参数如图 3 所示[20]，认

为激励电流在线圈均匀分布，忽略导线间隔对磁场

分布的影响。 
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图 3  TEAM workshop problem 28 轴 

对称模型参数，线圈匝数 w1=960，w2=576 
Fig. 3  Dimensions of the axisymmetric model of 

TEAM workshop problem 28, turn number of 
the inner and outer coils:  w1=960, w2=576 

由于铝盘沿 y 轴方向运动，可以选择模型的轴

截面右半平面作为求解域。磁场力的计算采用麦克

斯韦张量法，设 l 是包围运动导体部分的闭合曲线，

l 上任意位置处的磁场力法线和切线方向分量 fn 和

fT可分别用下面公式计算： 
2 2

n n 0 0 T

T n T

0.5( / )f B H
f B H

μ μ⎧ = −⎪
⎨

=⎪⎩
        (24) 

式中：B 和 H 分别表示磁通密度和磁场强度；下标

n 和 T 分别表示 l 的法线和切线方向；导体部分所

受的总磁场力等于 fn 和 fT沿整个 l 的积分。在迭代

时间间隔Δt 很小情况下，可以假设在 tΔ 时间内导

体受力恒定，导体做匀加速直线运动，导体的速度

和运动距离可以通过牛顿运动方程计算。 
铝盘的初始高度设为 3.8 mm，图 4 给出了计算

所得的导体运动位移随时间的变化曲线，和文献[21]
中的实验数据基本符合，最终铝盘的静止高度约为

11.9 mm，稍高于文献中的实验数据 11.3 mm。 
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图 4  铝盘的运动位移随时间的变化 

Fig. 4  Variation curves of the displacement of the plate 

第 2个算例是求解一个电磁弹射系统的动态过

程，其模型参数和激励电流分别如图 5、6 所示[21]，

通过在线圈中通入快速上升的脉冲电流，给弹射体

施加一个很大的加速磁场力，使其短时间内达到很

高的速度。该问题的模型与 TEAM workshop 
problem 28 相似，不同之处在于所用的激励电流是

高频脉冲电流，导体所受的磁场力更大。 
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图 5  电磁弹射系统的轴对称模型参数 

Fig. 5  Dimensions of the axisymmetric model of 
the electromagnetic launcher system 
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图 6  激励线圈中的电流变化曲线 
Fig. 6  Excitation current in the coil versus time 

图 7 给出了 1 ms 时刻求解域内的磁场 A 的等

位线分布，由于对称性，图中只给出了包括弹射体
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部分的四分之一轴截面区域内的磁场，图中上面的

虚线区域表示激励线圈，下面的是金属弹射体。图 8
给出了计算所得的弹射体运动速度随时间的变化，

通过与文献[21]中的实验数据和有限元法计算结果

相对比，可知径向基点配置法的计算结果同样是可

信的。 

500 

300 

100 

X/m 

Y/
m

 

0.035

0.025

0.015

0.005

A 

0.00 0.06 0.1 0.02 0.04 0.08 
 

图 7  1ms 时刻求解域内的磁场 A 等位线分布 
Fig. 7  Distribution of the isopotential lines of magnetic 

field A at t=1 ms in the solving domain 
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图 8  弹射体的运动速度随时间的变化 

Fig. 8  Variation curves of the Displacement of 
the projectile 

通过算例验证了径向基点配置法在求解二维

运动导体涡流电磁场问题时的可行性。计算时所用

的径向基函数为高斯径向基函数，其模型参数、节

点数目及形状参数如表 1 所示。 

表 1  算例中所用的径向基模型参数 
Tab. 1  Parameters of the RBF model in 

the numerical examples 

参数 求解域大小/mm 节点数目 cx cy 

算例 1 Qs 200×200 101×21 300.0 100.0

算例 1 Qe 100×90 21×61 200.0 700.0

算例 2 Qs 150×300 51×51 310.0 160.0

算例 2 Qe 60×120 49×49 650.0 350.0

径向基点配置法控制方程的系数矩阵是满阵，

当节点数目增大时，求解的计算量会显著上升。因

此根据所求解的具体问题的不同，选取合适的求解

域和节点模型可以节省计算量，但是节点数目过少

也会相应地带来较大误差，甚至得不到可信解，在

分析具体问题时应根据需要在精度和计算时间中

选择一个合适的平衡。此外形状参数的选取也会对

计算精度造成影响，这些是该算法推广到更复杂的

三维模型时需要着重研究的问题。 

5  结论 

本文将径向基点配置法应用于求解运动导体

涡流电磁系统，提出一种基于运动坐标系的叠加径

向基点配置算法来求解描述瞬态涡流磁场的对流

扩散麦克斯韦方程和模拟导体的运动。通过实际工

程问题算例，验证了算法的有效性。本文提出的叠

加径向基点配置型无单元算法可以方便地求解含

有运动导体的涡流电磁场问题，未来的工作将致力

于将该算法扩展到更复杂的三维模型以及复杂非

线性介质电磁问题。 
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