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ABSTRACT: It is a key problem to calculate the Nash 
equilibrium for the deregulated electricity market, and the 
problem mainly has two difficulties: computation of the mixed 
strategy Nash equilibrium and determination of whether 
multiple equilibria exist. Cournot model considering the 
network constraints is presented firstly, then the solving system 
of polynomial equations algorithm, which is an algebraic 
method and belongs to the payoff matrix approach, is applied 
to calculate the all Nash equilibrium for the finite-strategy 
multi-player game in the electricity market. The proposed 
approach mostly relies on decomposing the game by means of 
the support sets, and for each support set, the condition of the 
Nash equilibrium can be characterized by a system of 
polynomial equation and inequalities, and a famous software 
pack PHCpack is applied to solve the equation system, then the 
all Nash equilibrium could be found through detecting all the 
solution. Several examples based on the three-bus test system 
are used to investigate the effectiveness of the proposed 
approach, and the results show that the approach is capable of 
finding all Nash equilibrium under certain condition, which 
indicate that it has the potential to be used in the study of the 
real-world electricity markets. 
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摘要：在电力市场不完全竞争模型分析中，求解市场的纳什

均衡是一个重要任务，其中求解混合策略均衡以及判断是否

存在多个均衡都是相当困难的课题。首先建立了考虑网络约

束的古诺模型，然后运用属于收益矩阵方法类型的多项式方

程系统算法求解市场可能存在的所有均衡。多项式方程系统

算法引用支集的特征，将纳什均衡条件转化为多项式方程系

统及其不等式约束，并运用软件包PHCpack求解该方程系统，

而后通过甄别满足不等式条件的解来求取所有均衡。针对 3
节点测试系统，构建不同的实验场景来考察所提出算法的有

效性，实验结果表明，在一定条件下，多项式方程系统算法

能够求解到所有均衡，这表明该方法在实际电力市场分析中

有较大潜力。 
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0  引言 

随着电力工业市场化改革的逐步推进，关于电

力市场的研究得到了广泛的关注，其中深入分析市

场运行结果成为关键课题，它不仅可以指导市场监

管者监测市场竞争是否充分，也能帮助市场参与者

分析获取最大收益策略。纳什均衡正是分析市场运

行结果的重要工具[1]，均衡存在形式以及是否存在

多个均衡是容易被提及的问题[2]。 
理想的古典古诺模型与供给函数模型的均衡分

析已经得到了深入研究[3-6]，它们对电力市场进行了

很多简化(如没有考虑输电网络等)，无法满足分析实

际电力市场的需求，因此考虑网络约束的电力市场

的均衡分析成为必要。Hobbs 将考虑网络约束的均

衡条件建模为线性互补约束问题[7-8]，但这种方法只

满足纯策略纳什均衡的局部优化条件。Overbye 在文

献[9]中认为均衡点满足 1 阶微分条件，并且运用基

于牛顿法寻优的参与者利润最大化算法(individual 
welfare maximization，IWM)迭代求解纯策略均衡；

文献[10]考虑到线路输电约束造成参与者收益函数

非凹非连续，根据约束条件将参与者决策空间分为

保证收益函数连续且凹的若干区域，对各可行区域
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分别运用 IWM 算法寻求市场纯策略均衡，且提出

IWM 扩展算法，应用连续逼近过程来求解混合策略

均衡，这种方法在理论上还没得到证明，且未见其

用于求解多人博弈；Wang 用非线性互补算法将市场

均衡条件转化成一组非线性代数方程来求解[11-12]；

文献[2,13-14]运用穷尽搜索方法描绘参与者的最优

反应函数以探讨市场均衡；而文献[15-16]指出，由

于输电约束导致参与者决策空间形成不同区域，通

过搜索各区域内可能的最优反应曲线交点来寻找均

衡，显然基于最优反应函数的方法仅对寻求纯策略

均衡有效；文献[4-5,17-18]运用协同进化法模拟求

解市场均衡，该方法对收益函数的连续性和凹性没

有要求，但也只对求解纯策略均衡有效；文献[19]
将在策略空间中计算纳什均衡转化为在输电状态

空间中求解，提出一种基于单纯剖分算法的迭代算

法以求解混合均衡，该方法还未在理论上得到严格

的证明；收益矩阵方法是求解市场均衡的重要途 
径[20]，它首先构建参与者的收益矩阵，然后运用求

解有限策略式博弈均衡的代数方法来考察市场均

衡；Baldick 在文献[21]中运用求解双矩阵博弈的著

名 Lemke-Howson 算法研究了双寡头市场特性，并

通过一系列启发式处理方式将该算法扩展到求取 3
位参与者时的情形[22]。 

本文首先建立了考虑网络约束的古诺模型，采

用属于收益矩阵方法类型的多项式方程系统算法

求解市场可能存在的所有均衡，最后通过算例阐述

了算法的计算流程并探讨了其有效性。 

1  市场模型及博弈分析基础 

1.1  考虑网络约束的古诺模型 

古诺模型是产量竞争模型，发电商(generator 
company，GenCo)选择出力作为竞价策略，需求方

根据电价来确定负荷。假设网络拓扑中有 N 个节

点，每个节点均有需求方与发电商，处于节点 i 的
需求方的逆需求函数为  

D D( )i i i ip P α P β= − + i

Di

           (1) 
式中：pi 与 PDi 为节点 i 处的电价与负荷；αi 和βi

为系数，且满足αi≥0，βi≥0，相应的效益函数为 
2

D D D D( ) ( )d 0.5i i i i i i i iB P p P P α P β P= = − +∫     (2) 

节点 i 处发电商的成本函数为 

( ) 2
G G G

1
2i i i i i i iC P a P b P c= + +        (3) 

式中： GiP 为发电商的出力，MW；ai，bi 与 ci 为成

本系数。假设其策略集为 ，其

中，Ji 为发电商 i 策略集中的策略个数，各策略

1({ , , , , })
i i

i i i i
j JS S S S⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

i

i
jS

即为该发电商的申报竞价出力 G
ij
iP 。 

市场独立调度(independent system operator，
ISO)接收到各发电商竞价策略集合 Sb 后，需经市场

出清确定节点电价λ及各个需求方的负荷 PDi，该优

化问题采用直流最优潮流模型，其目标函数是需求

方的效益最大化： 
2

ISO D D
1 1

max ( 0.5 )
N N

i i i
i i

B α P βi iPΓ
= =

= = − +∑ ∑   (4) 

  :  ′ =B θ q λ                 (5) 

max  F≤Hθ                 (6) 
式中：λ为等式约束(5)的拉格朗日乘子向量，即为

相应的节点电价向量；θ为节点电压相角向量； ′B 为

节点导纳矩阵；q 为节点注入功率向量；各节点 
的 iq = G D

j
i iP P− ；H 为支路导纳矩阵； 为线路

输电容量上限。式(5)为节点电力平衡约束，式(6) 为 
maxF

线路潮流约束。 
发电商 i 的收益与竞价策略集合 的组合密

切相关，假设 时，独立调度

确定节点 i 的电价为

bS
1
1

{ , , , , }b i
i Nj j jS S S S= ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ N

iλ ，此时发电商 i 的收益记为 

1
( )

i N i i

i i i
j j j i j i jw S C Sλ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ = −           (7) 

不同的竞价策略组合 产生不同的市场出清结果，

可见发电商 i 的收益矩阵 为

维矩阵，矩阵元素

bS
iU 1 i NJ J×⋅⋅ ⋅× ×⋅ ⋅ ⋅× J

1 i N

i
j j ju ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ 的值设为收益

1 i N

i
j j jw ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ 。 

1.2  博弈分析基础 

上述市场模型中，各发电商 i( )均拥有策

略集 、收益矩阵 ，追求自身收益最大化，构

成非合作策略式博弈

i∈N
iS iU

,{ } ,{ }i i
i iS UΓ ∈ ∈=< >N NN 。 

混合策略是博弈论中一个重要概念，指参与者

决策在纯策略选择上的概率分布，例如混合策略 iσ

是对 各策略的某一种概率分布，记iS
i

i
jσ 是 iσ 赋予

i

i
jS 的分布概率，需要满足约束条件： 

1
1    0

i

i i

i

i i
j j

J

j
σσ

=
= ≥∑ ，            (8) 

记 iσ − 为除 i外参与者的某一混合策略， iS − 为 iσ − 对

应的所有可能纯策略组合，它的某一元素 is− 可记

为
1 1 1

1 1 1{ , , , , }
i i N

i i N
j j j jS S S S

− +

− +⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，那么策略
i

i
jS 在 iσ − 情形

下的收益可表示为 

1 1 1

1 1 1( , ) ( , )
i i i

i i

i i i i i i i i N
i Nj j j j j j

s S
w S w S sσ σ σ σ σ

− +
− −

− − − +

∈

= ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑  (9) 

则 iσ 在 iσ − 情形下的收益为 
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1

1

0
( , ) ( , )

i

i
i

J
i i i i i i

j j
j

w wσ σ σ σ− −

=

= ∑ S         (10) 

纳什均衡 *σ 为一组混合策略组合及其相应的概率

分布，使得任何参与者没有独立改变当前状态的动

机，即 *σ 对任一参与者 i 均有  

* * *( , ) ( , )i i i i i iw wσ σ σ σ− ≥ −          (11) 
内什指出任何有限策略式博弈均存在纳什均衡，当

然这既可能是混合策略均衡，也可能是退化的纯策

略均衡，本文中运用多项式方程系统算法来求解市

场中所有的均衡点。 

2  多项式方程系统算法 

2.1  多项式方程系统算法整体框架 

求解有限策略式博弈的纳什均衡是个数学难

题，求解难度与参与者数目等因素有着密切的联

系。求解双矩阵博弈的均衡相对简单：文献[23]指
出其均衡条件构成线性互补问题，提出的基于路径

追踪方法的 Lemke-Howson 算法能够求解到一个均

衡；文献[24]提出了基于同伦思想的算法扩展求解

2 人博弈的所有均衡。多人博弈的均衡条件不再能

够构成线性方程，求解难度随之增大许多：单纯剖

分算法将纳什均衡转化为特定构建的连续函数

Brouwer 不动点，且运用 Scarf 算法求解该不动点来

求取均衡点，具有全局收敛能力，能保证求解到一

个均衡[25]；文献[26]将均衡条件建模为非线性互补

问题，并用牛顿法近似成线性互补问题，而后序列

逼近求解均衡；李亚普诺夫函数法巧妙地将纳什均

衡转化为某特定连续可微函数的最小值，具有求解

多个均衡的能力，但不能保证求取到所有均衡[27]；

文献[25]指出均衡条件具有半代数特性，探讨了运

用多项式方程系统算法求解多人博弈所有均衡的

可能性；文献[28]理论上证明了该算法求解所有均

衡的可行性。 
多项式方程系统算法是基于假设检验的思路

求解均衡：首先构建满足纳什均衡结构的所有策略

组合；而后依次假设每个策略组合是纳什均衡，将

均衡条件依托组合内包含的策略，构建关于其各策

略的分布概率的多项式方程系统以及关于组合外

策略的不等式方程约束；最后求解多项式方程系统

的所有孤立解，检验其中是否存在满足不等式约束

的解，若满足则说明假设的策略组合及其相应的分

布概率为一完整的纳什均衡，反之假设不成立。可

见多项式方程系统算法采用枚举的方法考察所有

可能的策略组合，并考察各组合下对应的多项式方

程系统的所有孤立解，这就保证了其能够求解所有

可能存在的纳什均衡；但也正由于该算法具有双重

枚举的性质，导致该算法具有强指数型计算复杂度。 
以下分别探讨分析多项式方程系统算法的几

个关键步骤与处理方法。 
2.2  构建所有可能的策略组合 

博弈中每个参与者都是理性的，在决策中不会

选择被占优策略，所以在求解纳什均衡过程中，删

除被占优策略不会给计算结果造成影响，所以这里

首先删除被占优策略，而后再考虑剩下的策略。纳

什均衡是一组混合策略组合，混合策略是对参与者

的纯策略的概率分布，故将被赋予正概率的纯策略 
集合定义为支集 ，其中1({ , , })i Nβ β β β⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ iβ 是  iS
中被赋予正概率策略所构成的子集。对于任一参与

者 i 来说，它的任一策略均有在支集内与在支集外

2 种可能，只有所有策略都在支集外的这种情况是 
不可行的，故 iβ 的所有可行组合个数至多为 (2 1)iJ − ，

那么支集 β 所有可行组合个数 至多为 L

1
(2 1)i

N
J

i
L

=

= −∏             (12) 

因为支集外策略的分布概率皆为 0，这意味着它们

对参与者在均衡处的收益没有影响，表明支集及其

对应的分布概率是构成均衡的重要因素。此处笔者

根据均衡条件，依次检验每个可能的支集是否可以

构成纳什均衡。 
2.3  构造多项式方程系统 

假设支集 1( , , , , )i Nβ β β β⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ 可以构成博弈 Γ
的纳什均衡ϕ，记 iβ 为 1( , , )

i

i i
Dβ β⋅⋅⋅ ，其元素个数 iD

应不大于 且不小于 1，其对应的概率记为iJ

1( , , )
i

i i i
Dρ ρ ρ⋅⋅⋅ ，需满足 

1
1  , 0

i

i i

i

D
i i
d d

d
ρ ρ

=

= >∑            (13) 

不在支集内的纯策略
k

k
jS 的分布概率 ，那么

可知式(9)中包含

0
k

k
jϕ =

k

k
jϕ 的乘项值均为 0，即策略

i

i
jS 在

该均衡下的收益只与支集内的纯策略相关： 

1 1 1

1 1 1( , ) ( , )
i i i i

i i

i i i i i i i i N
Nj j d d d

s
w S w S s

β

β
β

dϕ ρ ρ ρ ρ
− +

− −

− − − +

∈

= ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑ (14) 

式中 iβ − 为支集中除 i 外所有的纯策略组合， isβ
− 为

其中某一特定组合。 
考察支集中策略的收益情况，为不失一般性，

在 iβ 中，将 1
iβ 的收益 1( , )i i iw β ϕ− 设定为基准，记

i

i
kβ

为不同于 1
iβ 的任一策略，若 1( , ) ( , )

i

i i i i i i
kw wβ ϕ β ϕ− −> ， 
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那么
i

i
kβ 将因被占优而被剔除出 iβ ；反之， 1

iβ 将被 

剔除。因此当且仅当满足条件(15)才能形成稳定的 

支集以构建纳什均衡。式(15)~(16)共有
1

N

i

D

i
D D

C D
=

= ∑
个等式方程，需求解的参数个数即未知概率 ρ 个数

亦为 ，它们构成一个完备的多项式方程 
1

N

i

D

i
D D

C
=

= ∑ D

=

系统。附录 A 以一个简单情形为例，说明了多项式

方程系统的构建过程。 

1( , ) ( , ) 0   
i

i i i i i i
kw wβ ϕ β ϕ− −−        (15) 

                                       1
2

1
i

i
i

D
i i

k
k

ρ ρ
=

+ =∑     (16) 

式中： ； 。 1,i N= ⋅⋅ ⋅ 2,i ik D= ⋅⋅ ⋅

同理可知，支集外的任一策略
i

i
jS 在 iϕ− 下的收

益应小于 1
iβ 的收益，否则

i

i
jS 将可能被赋予正的分布

概率而进入支集，因此支集外的策略需要满足条件： 

1( , ) ( , ) 0
    

0
i

i

i i i i i i
j

i
j

w S wϕ β ϕ

ϕ

− −⎧ − <⎪
⎨

=⎪⎩
     (17) 

式中： ；1, ,i N= ⋅ ⋅ ⋅
i

i i
jS β∉ 。 

综上可知，通过假设支集可以构成纳什均衡，

将均衡条件转化为关于支集内策略的分布概率的

等式方程系统(15)、(16)以及关于支集外策略的不等

式约束(17)，形成典型的半代数系统，一般来说可

以通过检验的方法来求解，即首先求取方程系 
统(15)、(16)的所有孤立解，随后检验判断所有孤立

解中是否存在满足式(17)、式(13)中不等式约束的

解，若存在，则表明该解与假设的支集构成一个完

整的纳什均衡，若不存在，说明假设该支集可构成

均衡的命题不成立。因此求解如式(15)、(16)所示的

多项式方程系统的全部孤立解是多项式方程系统

算法求取所有均衡的关键。 
2.4  求取多项式方程系统的所有孤立解 

数值求解式(15)、(16)所示的多项式方程系统是

个经典的课题，考虑其全部解却是新兴的研究领

域，目前主要方法有基于消元理论的 Grobner 基方

法以及基于路径追踪的同伦连续算法。同伦连续算

法在计算稳定性与并行能力方面的优势日趋明显，

故本文讨论并运用该算法求解[29]。 
将 式 (15) 、 (16) 记 为 目 标 系 统 1( ( ), ,P P ρ ⋅⋅ ⋅  

，由 C 个等式方程构成。若知目标系统 ( )) 0CP ρ =

所有孤立解个数 M，则可通过构建同伦系统求解其

全部解。首先构造某个容易求解且全部孤立解数为 

M 的初始系统 1( ( ), , ( )) 0CQ Q Qρ ρ⋅⋅⋅ = ，根据参数 t 构 
造从初始系统到目标系统的同伦系统： 

[ ]( , ) (1 ) ( ) ( ) ,   0,1k kH t a t Q t P tρ ρ ρ= − + ∈    (18) 
式中 与 为常数。若 是正则的，则目标系统a k H

1( ( ), , ( )) 0CP P Pρ ρ⋅⋅⋅ = 的每个孤立解均为同伦系统 
相应解曲线的终点，即 t=1[30]，将同伦系统对 t 求导： 

d / d 0tH t Hρ ρ + =               (19) 

即解曲线 ( )tρ 由以下常微分方程组决定： 
1

0

d / d
(0)

tt H Hρρ
ρ ρ

−⎧ = −⎪
⎨

=⎪⎩
            (20) 

式中 0ρ 为初始系统 的解，数 1( ( ), , ( )) 0CQ Q Qρ ρ⋅⋅⋅ =
值算法逼近 ( )tρ 不成问题，这就保证了可以求解出

目标系统的所有孤立解。 
对于确定目标系统孤立解的个数 M，经典的 

Bézout 定理指出其 M 值不超过其全次数： 

D
1

C

j
j

T
=

= R∏                (21) 

式中 Rj 为系统第 j 个方程的次数。系统(15)中各方

程的次数均为(N−1)，式(16)中各方程的次数为 1，
故目标系统的全次数为 

1

( 1)

D ( ) ( 1)

DN

i
D Di

D

T P N =

−

= −
∑

        (22) 
可见需跟踪的解曲线个数具有指数复杂度。 

有多种方法可以构建初始系统，一个经典的随

机线性系统 ( ) 0Q ρ = 可设计为 
1

2

1 1 1 1

2 2 2 2

( ) 0
( ) 0

( ) 0C

R

R

R
C C C C

Q x y
Q x y

Q x y

ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ

⎧ = − =
⎪⎪ = − =
⎨
⎪

= − =⎪⎩

          (23) 

式中 ix ， 为随机生成的参数。 iy
软件包 PHCpack[31]是目前求解该问题的有效工

具，它不仅实现了上述的经典同伦方法，而且一直

跟随代数几何理论的发展，对孤立解个数M 的数值

有更精确的估计，主要包含多齐次同伦算法与混合

体积法：多齐次同伦算法充分利用方程组的最佳齐

次结构，可减少跟踪曲线个数；混合体积法利用组

合几何理论给出目前最为精确的M 上限估计。这 2
种算法均相当复杂[32]。本文运用软件包 PHCpack 的

缺省配置来求解目标系统(15)、(16)，它计算了目标

系统的全次数，也用多齐次同伦算法及混合体积法

确定了M 值，且以随机线性方程组作为初始系统。 

3  算例及分析 

3.1  网络拓扑及参数设置 

本节以文献[22]中的测试系统为例阐述多项式



112 中  国  电  机  工  程  学  报 第 30 卷 

方程系统算法的有效性。系统网络拓扑如图 1 所示，

系统参数列于表 1，传输线假设为无损且有相等阻

抗，节点 1、3 间的线路具有最大传输容量 Lmax。 

 

G3 D3 

D1

D1 
G1

G1 
节点 2 节点 1 

节点 3 

Lmax 

 
图 1  测试系统拓扑图 
Fig. 1  Sample system  

表 1  需求方与发电商的参数 
Tab. 1  Data of demand and GenCo 

需求方 发电商 
节 
点 

αi/ 
($·(MW)−2·h−1) 

βi/ 
($/(MW·h)) 

ai/ 
($·(MW)−2·h−1) 

bi/ 
($/(MW·h)) 

ci/ 
($/h) 

1 108.409 6 0.055 500 0.015 718  1.360 575  9 490.366
2 103.823 8 0.066 909 0.021 052 −2.078 070 11 128.950
3 105.670 9 0.063 703 0.012 956  8.105 354  6 821.482

文献[22]首先设置各发电商的竞价容量区间，

并对其进行一定网格间距的均匀离散化，以构建策

略集；运用基于 Lemke-Howson 算法的扩展方法求

解此时 3 人博弈的纳什均衡；根据均衡中的策略分

布，逐步改变区间与策略个数来求解适当间距的纳

什均衡。 
为了说明多项式方程系统算法的求解过程，并

与文献[22]提出的方法做比较，本文根据设置不同

的 Lmax 值来构建不同的实验情形，其中构造策略集

时参照了文献 [22]的方法，将策略区间设置为

，根据网格间距设置的不同情况分

别讨论。 
[600,1500]MW

3.2  网格间距为90 的情形 0 MW
在这种情况下设置输电约束为 Lmax=40 MW 来

探讨市场均衡，且标记为情形 A。此时发电商 i 只 
有 2 个策略 。首先建立收益矩阵，以发电

商 1 为例，其收益矩阵 为 

1 2( i iS S和 )

− −⎣ ⎦

U

1U
2 3 2 3 2 3 2 3
1 1 1 2 2 1 2 2

1 1 2 3
    

    

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ,( , )) 28 584  33 519 18 216 23150

21104  23 245 4 754 2 677

S S S S S S S S
S S S = ⎡ ⎤

⎢ ⎥
 

式中元素
1 2 3

1
j j ju 为 ，其值设置为

1 2 3

1 1 2 3( ,( , ))j j jU S S S

1 2 3

1
j j jw ，例如矩阵 中元素 就是指发电商 1

在竞价策略组合 下的收益。 

1U  28 584
1 2 3
1 1 1{ , , }S S S

然后删除被占优策略，构建所有可能的策略组

合：从 可知，不管 做何种选择，发电商

1 选择 的收益都比选择 的大，所以策略 因 

1U 2 3{ , }S S

1
1S 1

2S 1
2S

被占优而删除；同理，策略 因被占优而删除；  3
2S 2S

中没有被占优策略。此时策略集中剩下的策略为 
1
1S 、 与 、 ，根据式(12)可知，可能的组合 2

1S 2
2S 3

1S
有 3 个，分别为 、 和 1 2 3

1 1 1 1({ , , })S S S S 1 2 3
2 1 2 1({ , , })S S S S

1 2 2 3
3 1 1 2 1({ ,  { , },  })S S S S S 。由于存在 大于 2 1 2 3

1 2 1( , , )U S S S
2 1 2 3

1 1 1( , , )U S S S ，对于 而言，支集外策略的收益大 1S
于支集内的，故不符合均衡假设；对于 而言，支 3S
集内策略的收益不等，也不符合均衡假设；对于  2S
来说，它满足所有的约束条件，故该情形有纯策略 
均衡 ，即 。 1 2 3

1 2 1{ , , }S S S  {600,1 500,600} MW
3.3  网格间距为10 的情形 0 MW
3.3.1  不考虑输电约束的情形 

不考虑输电约束时，市场模型退化为常规的古

诺模型，各发电商的收益函数具有凹函数性质，众

多策略因被占优而剔除，运用多项式方程系统算法

快速地求解出市场唯一存在的纯策略均衡 
1 2 3
6 5 5({ , , })B S S Sσ ，这与文献[22]中所求得的一个均衡

是吻合的。 
3.3.2  设置输电约束 Lmax=40 MW 的情形 

文献[22]将该实验情形作为案例来分析市场考

虑网络约束后的纳什均衡。剔除被占优策略后，将

发电商的收益矩阵有效维数降为 ，所有可能 5 5 5× ×

的策略组合数 为L
3

5

1
(2 1)

i=
−∏ 。 

经过遍历所有可能的策略组合，利用多项式方

程系统算法求解得此时市场有的一个混合策 
略均衡 ，对应的

概率分布为 与  
，而

1 1 1 2 3 3 3
3 4 6 6 2 3 4({{ , , },{ },{ , , }})C S S S S S S Sσ

1 {0.115,0.274,0.611}Cσ = 3 {0.119,0.178,Cσ =

0.703} 2
Cσ 选择了纯策略。通过比较，所求均衡 

与文献[22]的结果相一致。多项式方程系统算法求

取均衡的整个过程在 Pentium(R) 3.00 GHz、1.00 G
内存的 PC 机上耗时 57 min 38 s。 
3.3.3  设置输电约束 Lmax=30 MW 的情形 

继续降低 Lmax 值来考察市场均衡的状态。被占

优策略剔除后，收益矩阵的有效维数降为5 4 5× × 。

运用多项式方程系统算法求解后可知，该情形下市

场存在 3 个均衡，各均衡状态如表 2 所示。为了更

细致地考察均衡，将对手的策略选择固定在均衡状

态下，计算并描绘各发电商的各策略相应的期望收

益，分别如图 2~4 所示。 
如图 2 所示，发电商 1 的策略 与 具有相

等的最大收益 25 454 $/h，均系

1
3S 1

5S

1

1
D

σ − 的最优反应；策 
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表 2  Lmax=30 MW 时所有纳什均衡的状况 
Tab. 2  Situation of all Nash equilibrium when Lmax=30 MW 

纳什均衡 1Dσ  纳什均衡 2Dσ  纳什均衡 3Dσ  
发电商 

支集 概率 支集 概率 支集 概率 

发电商 1 1 1
3 5{ , }S S  {0.190, 

0.810} 
1 1 1
3 5 6{ , , }S S S

{0.198, 
0.322, 
0.480} 

1 1 1
3 5 6{ , , }S S S

{0.201,
0.748, 
0.051} 

发电商 2 { } 2
7S {1.000} { } 2

6S {1.000} 2 2
6 7{ , }S S  {0.153,

0.847} 

发电商 3 3 3
3 4{ , }S S  {0.842, 

0.158} 
3 3 3
2 3 4{ , , }S S S

{0.054, 
0.561, 
0.385} 

3 3
3 4{ , }S S  {0.813,

0.187} 
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(c) 3 的期望收益 
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图 2  均衡σD1下各发电商的期望收益 

Fig. 2  Expected payoffs of each GenCo under σD1 
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(c) 3 的期望收益 
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图 3  均衡σD2下各发电商的期望收益 

Fig. 3  Expected payoffs of each GenCo under σD2 
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(c) 3 的期望收益 
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图 4  均衡σD3下各发电商的期望收益 

Fig. 4  Expected payoffs of each GenCo under σD3 
略 对应的最大期望收益为 37 618 $/h；发电商 3
的 与 都具有最大收益 18 303 $/h，是

2
7S
3
3S 3

4S
1

3
D

σ − 的最

优反应。可见组合 1Dσ 满足所有的纳什均衡条件。 
图 3 中：发电商 1 选择 、 与 均具有相

同的最大收益 27 136 $/h； 对应的最高期望收益

为 33 004 $/h；发电商 3 的策略 、 与 具有最

高收益 19 410 $/h。可见

1
3S 1

5S 1
6S

2
6S

3
2S 3

3S 3
4S

2Dσ 中支集 i 中各策略都是

2D

iσ − 的最优反应，这也从侧面验证了 2Dσ 是市场的

纳什均衡。 
从图 4 可知：支集 是1 1 1

3 5 6{ , , }S S S
3

1
D

σ − 的最优反

应，各策略对应相同的收益 25 711 $/h；发电商 2
的 与 具有相同的最高收益 29 924 $/h；发电 2

6S 2
7S

商 3 的 与 具有的最高收益为 18 502 $/h。可见3
3S 3

4S

3Dσ 也为市场的纳什均衡。 
综上所述，多项式方程系统算法成功地求取了

此市场状况下的所有 3 个各不相同的纳什均衡，共

耗时 9 min 8 s。 
3.3.4  输电约束对均衡形态的关系 

由 3.3.1~3.3.3 节的情形可知，均衡的构成形态

与输电约束 Lmax 有着密切的联系。为考察输电约束

对均衡的影响，本文计算不同输电约束下的市场纳

什均衡的形态(类型及数目)，如图 5 所示。 
当 ≥10 时，市场仅存在唯一的纯策

略均衡，皆同于市场在无网络约束下的均衡点

maxL 0 MW

Bσ ；  
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图 5  市场均衡形态的变化 

Fig. 5  Evolution of configuration of the equilibrium 
当 时，市场存在max 90 MWL = Bσ 与 2 个混合策略

均衡；输电容量上限在[3 间时，市场只存

在混合均衡； 时，市场有不相同的纯 
0,80] MW

max 20 MWL ≤

策略均衡，其中在 20 MW 处还存在混合均衡。总

之，随着 Lmax 的减小，市场均衡的状态由纯策略均

衡变化到混合均衡，再至纯策略均衡，其中在 2 种

状态交接处均同时存在 2 种均衡类型。 
3.4  网格间距更小的情形 

3.4.1  不考虑输电约束的情形 
对于 3.3.1 节的情形仅将其网格间距改变为

，剔除被占优策略，将收益矩阵的有效维

数从19 降为 ，求得其唯一的纯策略

均衡 ；进一步将发电商 1
的决策空间设置为 ，将发电商 2，
3 的决策空间分别设置为 ，  

，而网格间距为 10 MW，可将有效维数

降为 2 2 ，根据求解出的市场均衡可进一步缩

小决策空间；将发电商 1，2，3 的市场均衡分别设

置为 ， ， ，网

格间距为 1 MW，经求解可知，市场存在唯一的纯

策略均衡 。这里逐步设置的决

策空间范围虽与文献[22]不尽相同，但所求取的网

格间距为 1 MW 时的均衡是一致的。 

50 MW
19 19× × 3 3 3× ×

   ({1 100,1 050,1 000} MW)
  [1 050,1150] MW

  [1 000,1 100] [950,
 1 050] MW

2× ×

  {1100,1110}   {1040,1050}  {990,1000}MW

  {1 106,1 045,995} MW

3.4.2  输电约束 Lmax=40 MW 的情形 
将网格间距设置为 50 ，剔除被占优策略

后，收益矩阵的有效维数从 19 降为

，这依然是个庞大数目，具有相当高的计

算复杂度，原因有二：根据式(12)可知，需要遍历

的支集个数高达 1.07×109；求解多项式方程系统时，

据式(22)可知，系统全次数高达 。虽用多

齐次同伦算法可减少需追踪的解路径，但改变不了

其指数复杂度，所以从目前来看，求解 2 个这样的

叠加问题相当困难。本文耗时 1 805 min 20 s 计算了

前 20 000 个支集，尚未找到纳什均衡。 

MW
19 19× ×

11 10 9× ×

81.34 10×

3.4.3  输电约束 Lmax=30 MW 的情形 
将 Lmax 设置为 时，经剔除被占优策略

后，收益矩阵的有效维数降至12 ，求解依

旧相当困难。 

30 MW

10 10× ×

3.5  实验分析 

经典的基于线性互补的 Lemke-Howson 算法只

能求解双人博弈单个均衡，而文献[22]是将该算法

扩展到 3 人博弈，故也仅能求解单个均衡。多项式

方程系统算法充分利用了支集的概念与特征，可从

理论上严格证明其能够求解有限策略式博弈的所

有均衡。 
在没有输电容量约束的 3.4.1 节的情形下，多

项式方程系统算法成功地求解了给定网格间距的

所有纯策略均衡。对于 3.4.2 节的情形，文献[22]
利用发电商 2 在该状态下选择纯策略的现象，将 3
人博弈转化为双人博弈，从而将复杂的非线性方程

系统转化为线性方程系统来求解，这是文献[22]可
以继续求解网格间距更细密的市场均衡的原因，但

是这种思路难以推广到一般情形，例如市场存在类 
似 3Dσ 的混合策略均衡，即无参与者选择纯策略， 
或者多于 3 位参与者的多人博弈。而多项式方程系

统算法虽然具有指数型计算复杂度，但具有严格的

数学证明，适用于一般情形。 
如 3.3 节所示，在网格间距适当的情况下，多

项式方程系统算法成功地求解了各市场状态下的

所有均衡，进而发现输电容量约束不仅仅根据产生

网络阻塞与否来影响市场均衡，而且阻塞的松紧程

度决定着均衡变化趋势；网络约束不仅决定着市场

均衡是纯策略均衡还是混合均衡，同时也影响着均

衡总数目。 

4  结论 

在考虑网络约束电力市场的均衡分析中，求解

混合策略均衡以及判断是否存在多个均衡均是相

当重要的课题，本文提出多项式方程系统算法来探

讨此问题。通过引用支集的概念，本文所提的算法

将纳什均衡条件转化成一组多项式方程系统来求

解；分别对算法的 2 个主要环节(遍历所有可能的支

集以及同伦连续算法求解多项式方程组)进行了分

析，本文对该算法的计算复杂度进行了探讨。 
为考察多项式方程系统算法的计算能力，本文

构建了不同的实验场景，结果表明算法的复杂度不

仅与网格间距相关，也受输电约束松紧程度的影

响：没有输电约束时，因为发电商的收益函数为严

格凹函数，需遍历的支集数目相对较小，所以该算

法可以求解不同细密网格间距下的均衡；在适当细
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密的网格间距下，该算法能够求解出市场在不同输

电约束下的所有均衡，由于电力系统有自身特殊的

技术要求与限制，发电商的决策变量不可能如理想

假设那样连续且无限可分，对其进行适当网格间距

的离散化，是可行的并且是必要的，可见多项式方

程系统算法在实际电力市场的均衡分析中有相当

重要的作用。 
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同理，对参与者 2 与 3，都可建立类似式(A3)的方程，故对

支集 β 可建立 6 个关于 6 个未知分布概率的方程，是一个

完备的多项式方程系统。 
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附录 A  构建多项式方程系统示例 

假设支集 可以构成博弈

的纳什均衡

1 1 2 2 3 3
1 2 1 2 1 2({( , ),( , ),( , )})β β β β β β β

Γ ϕ ，且假设均衡 ϕ 所对应的分布概率为
1 1 2 2 3 3
1 2 1 2 1 2(( , ),( , ),( , ))ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ 。对于 1β 中的策略， 1ϕ− 对应

的纯策略组合 1β − 中有 4 个元素，因而 1
1β 在均衡处的收 

益为 
1 1 1 1 1 2 3 2 3 1 1 2 3 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 2 1( , ) ( , , ) ( , , ) +w w w 2β ϕ β β β ρ ρ β β β ρ ρ− = +  
1 1 2 3 2 3 1 1 2 3 2 3

1 2 1 2 1 1 2 2 2 2( , , ) ( , , )w wβ β β ρ ρ β β β ρ ρ+    (A1) 
1
2β 在均衡处的收益为 

1 1 1 1 1 2 3 2 3 1 1 2 3 2 3
2 2 1 1 1 1 2 1 2 1( , ) ( , , ) ( , , ) +w w w 2β ϕ β β β ρ ρ β β β ρ ρ− = +

1 1 2 3 2 3 1 1 2 3 2 3
2 2 1 2 1 2 2 2 2 2     ( , , ) ( , , )w wβ β β ρ ρ β β β ρ ρ+   (A2) 
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杨彦 

那么对参与者 1 来说，有 
1 1 1 1 1 1

2 1
1 1
1 2

( , ) ( , ) 0

1

w wβ ϕ β ϕ

ρ ρ

− −⎧ − =⎪
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