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摘 要 研究一类尖端具有非线性吸附接触型裂纹模型的弹性波散射问题
。

利用积分变 换和积

分方程方法推导了确定这类问题基本变量的奇异积分方程组
,

采用围道积分技术和切 比雪夫多

项式展开技术得到了待定系数的非线性代数方程组
。

最后给出了裂纹尖端接触区的大小 和接触

应力的数值结果
,

揭示了这种接触型裂纹模型的动力学特征及物理上的合理性
。

关镶词 界面裂纹
,

弹性波散射
,

积分方程
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对于动载及应力波作用下的裂纹尖端动态特性研究
,

一般都采用断裂力学中的张开型

裂纹模型。一 〕,

然而
,

对于不同材料间的界面裂纹
,

由于材料特性的间断性
,

裂纹尖 端的

特性变得异常复杂
,

如仍按文献〔 _ 〕所采用的裂纹模型
,

裂纹尖端附近出现应力和位移

振荡
,

因而产生裂纹尖端表面的相互叠合
,

这显然是不合理的
。

所以许多研究者试图来解

决这一矛盾
,

文献〔⊥〕提 出一个裂纹尖端无摩擦接触模型
,

并相应解决了静力学间题
,

但利

用这种模型得到的接触区长度在 工(
“ 2 刃以幻几

量级以下
,

不符合连续介质力学的假设
。

#ΘΑ
Χ [

ΔΜ
Γ Θ Α 等人阅提出了一个尖端具有吸附性的接触型裂纹模型

,

同时解决了相应的静力学问

题
。

本文作者在此模型的基础上
,

首先研究了线性吸附接触的界面裂纹的动力学问题帅
,

而本文着重考虑了这类裂纹模型的非线性吸附情形下的裂纹尖端动特性问题
。

裂纹模型的建立

设有两个半平面胶接在一起
,

上下半平面分别充满了介质常数为 Υ , , 。 , , , ,

和 Υ 。 , 。 。 ,
,
。

产
Λ ,

久
、

巧
,

入
Γ ΧΧ月Κ 币Κ Ι ΩΧ Γ

卜一
,

’

图 模型示意图

的不同材料
。

在交界面上
,

有一两个单位

长的裂纹
,

如图 所示
。

设在裂纹尖端附

近存在一个过渡区域
,

在过渡区中正应力

为二次曲线分布
,

位错密度显 ⎯ ∀ 次方分

布
。

在稳态弹性波作用下
,

裂纹模型的边

界条件为

α川 β ‘Ο ,

Ρ χ !
,

弓 χ 心

χ 一 δ . Χ Λ > 1一宝, Ο 4
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口
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,
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,
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其中 耐
,

心
,

川
, ∀移

, 。县
,

弓
,

心
, ,

心
,

弓
, 。二

,

分别为上半平面和下半平面的位移
、

应 力
φ 。 为

人射波频率
φ %

,

#
, Γ
为待定常数

。

对于稳态简谐波入射的情形
,

1去掉简谐因子 4 卿

基本公式的推导

并设无体力作用
,

平面波动方程转化为 6 Χ/ Δ ///. /Ο Φ
方程

− “
价, ι ; 孟, 式 χ (

− 名必 Ν ι ;
ς ,沪, “ . Τ χ

,

! 1 3 4
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其中 ; 之, χ 。≅ Υ ,
⎯ 1又, ι 价4 φ ; 芬, χ 。“Υ ,

⎯气
φ
妈

,

汽 为势函数
φ

凡
, 和 ; 到 为纵波和横波波

数
φ

Τ“ / , ! 分别代表上半平面和下半平面的量
。

而位移和应力与势函数 的 关 系 详 见文

献〔3 〕
。

经 Π . Β Ιϑ ΧΙ 变换
,

考虑到边界条件和辐射条件
,

并引进两个新的未 知 函 数 >
,
1Λ 4 和

Υ
≅
1劝

。

经一系列推演得到关于 户
,
1Λ4 和 户

ς

1劝的积分方程

+
Θ 侧二

“ γ
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1。4 , 1Λ 4 ι 。

∀
1ς 4,

∀
1Λ 4〕 。一 ‘·“

一 “ , Σ Ν

一 ∀ ε

γ
ς

1考先
竺
4
’

〔6 ‘,
·

,一, 一6 ‘,· ,一 ‘, , 一‘· ,

! !

Σ Β

/
〔二 1ς 4 , 1Λ 4 ι 7

⊥
1ς 4 ,

∀
1Λ 4〕。

一 ‘, ‘

一
, Σ ς

α劣 Π1
Γ

>
,

1劣4 χ 1一 #全4 1 一 Λ 名4
‘

δ
≅ Γ 1 +Λ /β Φ

1 ϕ 4

1 5 4

γ
κ , , 1·, ΣΛ 一”
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‘ φ ,
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1·4·二一 。
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上式就是未知函数 Υ
,
1Λ4 和 户

∀
1劝 的对偶积分方程

,

其中 7 φ 1Ν4 1落χ / , ∀ , ,

⊥4 具体表 达式

见附录
。

界面裂纹对弹性波散射的奇异积分方程

导出及解的讨论

利用关系式

γ
·Ε Δ 1·4 ·“‘

一
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方程式 1ϕ4 _ 式 1 4 进一步转化为
Κ

Ι / 力
∀

1“4
Κ

Ι /
Κ 、 κ

Ι /

序 夕
+ 1劣4 ι 冷∀

令于
[ 丁尸Σ “ ι 弓 ” ,

户
, 1“4 Σ “ ι 殆 从夕

∀
1“4 Σ “ χ 乡1Λ 4

一 δ 环 一为 δ 一 δ 一 一

一 一 _

+劣 ,镇

>
/
1Λ 4 χ 哪

ς
1 一劣

∀
4
’ ∀ Γ 蕊 Λ 镇

1 4

1 ∀ 4

、 ,
∀
1Λ , ι 。

φ

γ
‘

黑
了 Ι /

Σ “ ι ,
一 ς 物Υ

/
1“4Σ “ ι

φ
一 , ”⊥

Υ
∀
1“4面 一 !



# 3∀ ∀ 航 空 学 报 第 卷
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见附录
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6 1Λ 4为阶跃函数
φ Σ

/ ,

Σ
ς ,

7 φ 1Ν4 1公χ
, ∀

, , ⊥ 4 见附录
。

上述方程组的求解一般来说是 比较 困难的
。

主要困难是 , , 佃
,

Λ4 1公二 / , ∀
, , ⊥ 4及奇异

核的处理
。

从数学上看
,

, ,
是一种广义积分

,

用通常的数字方法难以达到计算精度
,

本文

采用复平面上的围道积分技术来研究 , ς 1。
,

劝 “ χ
,

⋯
, ⊥ 4

,

其主要思想是用有限积分加上

留数部分等效广义积分闭
。

对奇异积分方程 组 式 1 4 _ 式 1 4 来 说
,

当 川 η Γ
时

,

>
,
1Λ4 二哪

,
1 一丫 4

‘

尸
,

即

>
/
1劝在士 两点有界

。

方程 1 4 又可转化为

>
φ
1“ 4

坏一 Η 面
二创劝 1 3 4

其中

一

1
κ

「

“1‘’一 不飞
一 “ Υ

, 1‘ , 一
Τ

一 , ‘·, 山子一

1
‘ 一 ,

艺
1· 4山‘

α 1 5 4

根据奇异积分方程的性质
〔5 ,知

,

式 1 34 的奇异积分方程为有界解
,

但 Ε1 Λ4 必须 满足下

列条件

Ε 1Λ 4
牙丁一一

一 万屯万万石 Ο /儿 一 ∗
= ϑ 一 Η

一少
一

ϑ
一

1  4

同样式 1 4 也可转化为如下形式

ε
>

ς
1“ 4

保一 劣 面
χ Π 1劝 1∀ ! 4

一 /

其中 , 1· 4 一 1 ⎯ ‘
∀
4

γ
一‘ , 1·4 一

ε
一 , 1·4

一γ
‘ , 一 ,

∀
1· 4

一
1·4

α
1∀ 4

故要使 >
≅
1Λ4 有界

,

则 Π 1劝必须满足

。 厂1λ 4
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4
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根据式 1∀ 4
,

式 1 34 _ 式 1∀ ∀4 的条件
,

可以假定奇异积分方程组的解具有

Υ
φ
1Λ 4 χ 二

,
1 一 Λ , 4

‘” 一 1Φ 一 1护⎯ Γ ≅

4“
∀
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”
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,
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1二4 χ 1ϑ 一 Λ ,
4“

,

艺凡矶 1Λ 4 1∀ ⊥ 4
刀 χ !

其中 −
,

1Λ4 为第二类切比雪夫多项式 φ #
, ,

凡1, χ ( , ,

⋯
,

Θ. 4是待定常数
。

将式 1∀ 4 和式 1∀ ⊥ 4 代人奇异积分方程组式 1 4 和式 1 4
,

然后对代 人 后的方

程两边分别同乘以 1 一 二∀

4
一” ≅% , 1Λ 4 和 1 一 劣 ∀

⎯
Γ ≅ 一 ’⎯

≅
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Γ 4
,

并分别在〔一
,

〕和 〔一 Γ ,
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∀

艺 ?
,
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4
一 , ≅ % , 1Λ 4%
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、

呈
。

,

歹
‘
、卜

二 ∀
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1卜一 4 了≅0
。
1·4、一 。

忍 χ ! 一 律 一

1 γ劣 α“ 4 1∀ 3 4

> χ ! ,

另外 由方程式 1  4 得

#
。
χ 哪 ⎯

Γ ,

刀
。二 (

再把式 1∀ 4 和式 1∀ ⊥ 4 代入到式 1  4 和式 1∀ ∀ 4
,

得

1∀ ϕ 4

, 1Λ 4 1 一 Λ ≅
4一、
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ε
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一
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这样由上述方程构成一个关于 奋 的非线性方程
,

如果取截断至 ) 一
,

则 > “ ! , ,

⋯
,

) 一
,

式 1 ∀ 2 4_ 式 1∀  4 构成 ≅ ) ι ∀ 个 方 程
,

但 当> 二 . 时
,

式 1∀ 2 4 与式 1∀ 2 4 相

同
,

因此
,

实际上独立的方程个数为 ≅ ) ι ,

未知系数#
, ,

#
≅ ,

⋯
,
# 二 一 , ,

?
φ ,

?
≅ ,

一
,

场
一 、

及

#
,
%

, “ 共 ≅ ) 十 个
,

故独立方程个数与未知数相同
。

本文采用迭代法来求解上述非线性

方程组
。

⊥ 数值结果及讨论

本文计算了尸波人射情况下
,

几组不同频情形下的裂纹尖端接触区和裂纹尖端附近界

面应力分布特性
,

上
,

下半空间的介质分别设为铁与锌
,

其介质 常 数 为 又, χ  5 Λ ! “1) ⎯

时4
, “ ,

χ ϕ ϕ Λ ! ,

1) ⎯ Ψ
≅
4

, Υ =
χ ϕ

Κ

ϕ Λ ! 1Ξ Ε ⎯ Ψ 4 又。χ ⊥
Κ

⊥ Λ /. 1) ⎯ Ψ
≅ 4

, μ 。χ ⊥
Κ

⊥ Λ

! , 1) ⎯ Ψ
“
4

, Υ 。χ ϕ
Κ 、 ! 1Ξ Ε ⎯ Ψ 4 利用文中推得的代数方程组及应力的积分表 达 式

,

经
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迭代计算
,

首先确定裂纹界面接触区的长度
,

然后确定 %
、

# 和系数 #
,

和凡 1, χ !
, ,

⋯
,

) 一 4
,

下面几组结果是不同入射频率下
,

裂纹尖端界面处的应力分布情 况 和 接 触区的

大小
。

由图 ∀ _ 图 ⊥ 可见
,

应力的最大值发生在裂纹尖端
,

这与实际情况相符
。

在计算频率

范围内随入射频率的提高
,

裂纹尖端正应力也相应增大
,

而剪应力相对减小
φ
随着界面离

裂纹尖端距离增加
,

应力逐渐趋于平稳
。

对于正应力数值结果来说
,

它与用非局部场理论

算出的结果大致相同
〔”’。

对于裂纹尖端吸附性接触区来讲
,

经过迭代计算知
,

它的接触区

长度为原裂纹长的 λ 左右
,

从而解决了文献〔⊥ 〕中所讨论的模型接触区太 小 的 不 合理

图 ∀ 诊 二
Κ

2 ν / 时
,

沿裂纹交界面上的

应力分布

图 砰 二
Κ

! ν / 时
,

沿裂纹交界面上的

应力分布

图 ⊥ < χ ∀
,
2 ν /时

,

沿裂纹交界面上的应力分布
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性
。

在本文的数值计算中
,

人射波的频率分别取 < 二
Κ

2 ν + , Κ

! ν / 和 ∀
Κ

2 ν +
。

由计算结

果可知裂纹尖端接触区随人射频率增大而减少
。

基于上述模型
,

本文从物理
κ

=得到了较为合理的结果
,

但由于界面裂纹接触问题极其

复杂
,

进一步的研究还有待于进行
。

对力学所郑哲敏研究员
,

王自强研究员和北京大学王晓东博士给予的建议和帮助
,

表

示感谢
。

附 录

, ,

〔Λ 〕〔Ρ 〕一

普 1附 4
7777产/仗

1附 ∀ 4

口尸Ι

腐一

一一Ι

、οο/尸

≅ϑΝΓ ,

,

卜
2 ∀ ι 口/ 1Τχ ! ,

4
,

Γ /”
2 ∀ 一 ; 之, ,

口夕χ
2 ∀
一; 手, 1附 4

〔8 〕二
犷一钻 凡〕一鲜

一 ϑΝ 一凡

叹一 “ 一介 δ 产。杖 仪 。 一 ϑΝ

少言

一 ≅ϑΝ Γ 。

一 ∀ 2口
。

一 犷言

犷圣 ∀ 2 夕

≅ϑΝ Γ φ 一 少〕
产狡,走

[、
Κ

δ
产+

/

ϑΤ、/
井
」

1附 ⊥ 4

Σ
,

和 Σ
≅

为与上
,

下半空间介质有关的弹性常数
。
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