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摘 要 本文研究 了复合材料桨叶振动特性的分析方法
。

墓 于连续介质力学理论
,

提出 了
。

新的等参曲梁单元
,

详细推导 了梁上任意 一点的形状函数
,

讨 论 了复杂翼型剖面的积分技术

算例表明
,

本文的计算结果与实验结果非常吻合
。
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目前我国所使用的儿种型号的直升机主
、

尾桨叶均由复合材料制成
,

而对其动力特性

分析还只是沿用金属桨叶的分析方法
。
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文本建立了一个 ∃ 一_ 变节点等参梁元
,

该单元具有曲轴线
、

变剖面
、

任意铺层形式等

特点
,

能模拟复合材料桨叶的弹性祸合及惯性祸合
,

考虑桨叶质心
、

弹性中心 偏 离 等 因

素
。

同时
,

这一单元也可以用于复合材料桨叶的静
、

动力响应分析及其它复合材料薄壁结

构的静
、

动力分析
。

# 桨叶运动方程

与一般结构所不同的是桨叶在离心 力场中工作
,

其运动方程为
“‘7

〔≅〕芜β 〔&
‘

〕戈β 3〔凡〕
β 〔尺% 7 一〔⊥

‘
7尤 χ 2 3Μ 7

其中
Λ

〔≅ 〕和〔⊥ 〕—质量阵和弹性刚度阵 Η

3 # 7

〔&
·

〕一

[
〔、〕一

Τ

〔⊥
·
〕一

δ

〔% 〕
∋

〔, 〕〔% 〕Υ =

—哥氏阻尼矩阵
Η

〔< 〕
‘
〔刃〔< 〕Υ?

—
几何刚度矩阵 Η

〔% 〕
∋

〔夕〕〔% 〕Υ =

—离心力刚度矩阵
。

在作振动特性分析时
,

不考虑外载和阻尼
,

则 自由振动方程为

〔≅〕戈β 3〔⊥
,

〕β 〔尤% 7 一〔⊥ <〕7劣 χ 6 3 . 7

. 等 参 梁 元

.
∀

# 等参梁元的几何描述

.
·

#
∀

# 梁的轴线

通过梁轴上若干个结点
,

可用擂值曲线逼近它的轴线
,

如下式

无Η χ : ”3誉7劣了 落二 # , . , ∃ 3 ∃ 7

其中 Ω Η 为总体坐标
Η : 是一维插值形函数

Η ” 为结点号
, , χ #

,

. ,

⋯
,

二洋 是 自然 坐 标
。

显然
,

轴上一点 的切线单位向量 Π
。

可用上式对 宁微分求得
。

.
·

#
·

. 梁的横剖面

横剖面的方位由一对正交单位向量表示
,

在结点处
,

它们记为 Π了和 Π蟹
。

在梁轴的其

他点处可用插值公式 Π ‘χ :斌宁7Π了
,

! χ ! , .
。

若梁轴的初始形状为一平面曲线
,

则 Π
Λ

为垂直于该平面的 自由向量
,

且可由结 点 求

出
。

即由连接结点 !一 . 和 !一 Σ 的两向量求向量积而得
。

于是 Π
, χ Π

ε Ω ,’0

我们把 Π
, ,

Π
ε ,

Π
。

构成的坐标系称为切面坐标 系
,

并在 Π
Λ 一 Π

Λ

坐标面内定义横剖 面 上

的任意一点
,

且把坐标记为 少
、

和 少
. 。

对于复杂翼型剖面可以看成是若干子 矩 形 的 组 合

体
,

对于任一子矩形有

飞[ # 一 ,
# β

合
“, , ·‘Κ ” β

合
“, .

一
“

3 _ 7
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其中 夕
,

和 夕
Λ

是子矩形中心点的偏心
Η 人和 Ξ 分别代表矩形的长和宽

Η  是长度方向对 三

轴的倾角 Η 刀, ,
刀Λ

是 自然坐标
。

注意这是切面坐标系里的值
,

它们以梁轴为原点
,
士[

∀

分别沿着 Π
,

和 Π
艺

的方向
。

换算

.

到总体坐标系之后
,

应为
Λ

歹
孟一 艺ς , Π

‘Λ 其中 大
,

的第二个 下标表示向量 Π
‘

在 、 , 轴 上 的

! χ #

分量
。

.
·

#
·

∃ 梁上任一点的总体坐标

显然对梁 上任一点有

、 , 一‘Η β 元一 : , 3。 δ、Λ 十
乙笋Π

ΨΛ

3 ⎯ 7

写成矩阵形式就是 二 Λ χ % 护武

% 二一 :川旬 〔φ 少 少.
〕

武 χ 〔川 武
Λ
穴

Λ〕
Ο

3 α 7

戈 4 7

任一点的坐标向量是

Ω 二 〔γ
, Ω Λ 尤 Λ

〕
士
χ % 二愉

”

% 二二 :” 3甘7〔−
。

ς
, − Λ

少
Λ − 〕

3 7

3 #6 7

# ∃

是 ∃ 阶单位矩阵
。

Υ
”

η 〔Ω
“

Π了Π理〕
#

曰 !7

Π丫是向量 Π
,

的列阵表示
。

.∀ #∀ # 局部坐标系

定义梁壁上具有相同 刀, , 刀Λ

的点的轨迹为母线
。

沿母线切线方向的单位 向 量 是 ⊥
Η
二

δ脸
, Η 落Η 卜 把横剖面周线的切线单位向量记为 ⊥ 立

,

则 ⊥
,

和 ⊥ 么构成了梁壁剖面 的 切 平

面
。

其法线 ⊥
∃

可从其向量积获得
,

即 ⊥
∃ 二 ⊥

、 Ω ⊥ 么

注意 ⊥
,

与 ⊥ 么可能不垂直
,

为得到正交坐标系可用 ⊥
Λ “ ⊥

Λ Ω
⊥

Η

取代 ⊥ 么
。

.
∀

. 位移形状函数

.
∀

.
∀

# 用切面向量表示的形函数

把变形前
、

后梁上一点的坐标记为
尤 Λ 3才7χ % 鑫

士
Υ了3Μ 7 3#. 7

Ω Η
3才β △ Μ 7χ % 二

∋
Υ了3才β △Μ 7 3 #∃ 7

由
一

于剖面不变形
,

% 二
∋

与时间无关
。

上两式相减得到位移

“ Η χ Ω Λ 3公β △Μ 7 一 Ω ‘3公7χ % 二
∋ △ Υ了 3 #_ 7

△衅 χ 〔△衅 △六
, △穴月

# 二 〔△衅 △穴
, △穴刁

丁 又#5 7

△“了χ 万了3Μ β △!7 一 Ω 下3约 3# ⎯ 7

△Π了Λ “ Π了, 3才β △Μ7 一 Π了Λ 3Δ7
,

!二 Ψ
,

. 3# α 7

与材料点的坐标表达式类似
,

材料点位移的 ∃ 个坐标分量的向量可表示成
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△。一

自
一 万“

‘△少

仔∃
Ζ

3#4 7

用切面向量表示的形函数是

% 二χ : ” 3右7〔! 少
,

ς
Λ
〕
丁

3 # 7

注意这向量有

来表示
。

△产一 〔△。了△。Μ △。公△Π几△Π几△Π儿△Π二△Π鑫△Π知
∋

χ 〔△矿 △Π了 △Π蓄〕
∋

3. 6 7

个分量
,

其中后 ⎯ 个是线性相关的
,

它们可以用横剖面的 ∃ 个旋转角

. 用结点位移向量表示的形函数

在旋转不大的情况下
,

我们有 △Π丫一△少
Ω Π了3!7 其 中 夕

,

是横剖面对总体轴的转动向

其矩阵表示式为

△⎯
”

χ 〔△⎯ 了△1竺 ( ⎯ 公〕 3. # 7

当转动不大时
,

可认为它与时间无关
,

而向量 Π了3Μ7 末端的移动量就是 △Π了
。

矩阵表

△Π了

△Π了

Π了
∃
3才7

6

一Π了
,
3才7

一 Π了
.
3Ψ 7

Π了
!
3Μ 7 3. . 7

⎯夕⎯△△△了∀∀∀∀∀∀气、∀怪百∀∀∀‘尸

∀Θ口」

Γ,曰,
。

]
∀,

一

了∀∀∀∀∀∀气

△ ] 了
.
3亡7

或简记为 △Π了二 Π Μ3才7△⎯ Θ 3. ∃ 7

△Π了△Π公〕
∋

3. _ 7

移刀

幼刃△△月     、!∀夕∀口#狱狱
∃∀
。

∀

△%
, & 〔△“

,

,

∋ !

# !

# !

或 △产 & 户△企

所以
,

与结点位移向量相关的位移形函数和位移表达式是

△“二刃
”

△舜
”

从一 ( 二)
”

二 ∗ ”+ 奋,〔− !
.

/

∃了+ 0 , 1 . ∃公+云,〕

元素特性的积分

元素特性
,

如刚阵
、

质量阵及各种等效结点力等
,

可以表示为

、 一

2
二 + /

,

,
, ,

少
3 , % 4 一

2
’

2二 +。,

少
5 ,

少
3 , % , ∀6

0
−。/

7 一 ∋
8

+ 3 9 ,

+ 3 : ,

+ 3 ; ,

3 
,

见失!3 量示可3 

+ 3< ,

其中 ∀
0
是与 自然坐标 宁相关的 ∀

= >
?≅ Α 矩阵

。

在横剖面上的积分与剖面具体形状有关
。

翼型剖面可以看成是 由许多小矩形所构成
,

因而沿剖面的元素特性积分可表示成许多矩形域上的集合
。

这种观念也可以推广到层合材

料的情形
,

所以
∋

“一

不别
Β , 尸 +

Β

‘
,

.5
,

.6,
% · ,川

% ‘
+ 3 Χ ,

式中 犷 和 > 分别表示对所有小矩形和每层材料求和
0

%Δ 是一个矩形积分子域 的 微 元
,

对

此矩形可使用高斯积分法
。

设积分点 Ε 的自然坐标是 下, 、 下3 ,

则
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、 一 艺或静
“ ,

、
。

,

系
.

琳’大 声“
,

,
[ ,

少
.

,
尸

、 3∃ 6 7

ς
!
二 ς

Λ

3誉
, , , , 刀, 7

ς
ε , ς

ε

3言
, 粉, , 粉Λ

7

3∃ #7

3∃ . 7

∃ 算 例

∃
∀

# 复合材料桨叶线性静力分析

桨叶为薄壁矩形截面
,

长 α ⎯ . Σ Σ
,

宽 . _
∀

. Σ Σ
,

高 #∃
·

_ ⎯ . Σ Σ
,

壁厚 6
·

α ⎯ . Σ Σ
,

材料特性
Λ 刃, χ #

∀

_ . 义 #6 ∃
≅ ι Β Η )

∋ χ
∀

4 Ω #6 ∃

≅ ι Β , < 。Λ χ ⎯
·

# _ ‘ #6 ∃

≅ ι Β Η “ χ  
·

_ . Η

单层厚度为 6
∀

#.α Σ Σ
。

铺层形式见表 #
。

表 ! 铺层形式

一
而

η

一一一一Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ 一Ζ Ζ Ζ Ζ , Ζ Ζ Ζ

梁 Λ

[
铺 层

一万
一

三
ϕ

ϕ

η

竺竺Δ三⋯习二赫
Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ

Ζ
Ζ Ζ Ζ

一
⋯

ϕ ϕ

一
η η

少
η

万
ϕ

3 # 5 7
。 3退5 夕‘ ‘_ 5 Ι 一 _ 5 7 3_ 5 Ι 一 _5 7 ∃

3 #5 7。 仁一 #∃ 7、 3 # 5 7
‘ 一 [ 5 7

‘

边界条件为一端固支
,

一端 自由
。

载荷如 表 .

表 . 载荷条件

载荷工况 # 载荷工况 .

一下
一

⋯
端部受 _

Ι
% 集

杯
Ζ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ

ϕ ϕ
ϕ

Ι

二一⋯
Ζ

Ζ

一
同 ϕ ϕ

ϕ
ϕ

匕ϕ

⋯ 端部受 # #∃ %
∀

−!! 。扭 矩

各梁均分为 . 个等 参梁元
,

横截面用 _ 个子矩形模拟
。

计算结果与实验
〔“,结果非常吻

合
∀

如图 #η 图 ∃ 所示
。

∃
∀

. 复合材料桨叶振频
、

振型分析

奖叶为薄板悬壁梁
,

长 5 ⎯6 Σ Σ
,

宽∃6 Σ Σ
。

材料特性
Λ ) , χ #_ .

∀

+ < 2 Β Η ) ∋ “
∀

46 < 2叭

<
Λ 了二 ⎯

∀

 < ι Β Η 下。, χ 6
∀

∃ Η , χ #5 4  κ Ε Ι Σ
, , Μ , , ς χ  

∀

#∃ _ Σ Κ 、。 铺层形式
Λ
3 ! 736 Ι 6 7

。, Η

3 . 7 3 _ 5 Ι 6 7
, Λ

3 ∃ 7 3. 6卜 α 6八α 6 Ι . 6 7
Λ , 。

边界条件为一端固支
,

一端 自由
。

分为 . 个等参梁元
,

α 个节点
,

横截面用 . 个子矩形模拟 Η 利用子空间迭代法进行分

析
,

计算结果与实验
〔∃ , 结果比较吻合

,

颇率结果如表 ∃ 所示
。
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一 本文值

6 实验值

八,Κ“### 皿
!3
∋∋

Φ召
Γ甲。洲ΗΙ僻硫扭韧

∋ #

一 本文值

# 实脸值

Φ韶、,。州ΗΙ铃礁祖韧

3 # #
。

# ϑ # #
。

# : # #
 

#

展向坐标城颐 ,

< # #
 

#
3 # #

 

# ϑ # #
 

# : # #
 

#

展向坐标
/ +Κ Κ ,

< # #
 

#

图 ∋ ∋ 号梁端部受 ϑ
 

ϑ9 ( 力时的弯曲斜率 图 3 3 号梁端部受 ϑ
 

ϑ9 ( 力时的弯曲斜率

!
。

#

3
 

#

一 本文值

# 实验值
∋
。

#

+渭妇,。川ΗΙ辞戒澳彩

丽可不一不派下一 : # #
 

# < # # 叮

展向坐标以袖,

图 ! ! 号梁端部受 ∋ ∋! (
·

。Κ 扭矩时的扭转斜率

表 ! 前 ! 阶颇率的计算值和实验值〔! 〕
单位

/ Λ 二
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