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摘 要 本文给出了对振动系统作小修改的一种近频辆合模态子空间摄动法
。

算例 表明这种算

法简单
、

精度高
,

算法可行
。

关钮词 结构动力学
,

振动分析方法
,

摄动法
,

小参数法
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结构系统的动力设计多采用计算机辅助设计的方法
。

通常在初步设计阶段
,

首先建立

一个初始数学模型
,

用有限元法计算其固有动态特性—
固有频率和固有振型

。

此后
,

往

往对初始系统要进行结构修改
,

需要对修改系统进行动力分析
,

以求解修改系统的固有特

性
。

每作一次修改
,

都要重新进行计算
,

多次求解大型广义特征问题是 极不 经 济的
。

为

此
,

探讨简单可行的模态修正方法已引起广泛的关注
,

其中摄动方法被许多学者重视和研

究
。

文献〔� 〕作了系统论述
,

分别对孤立模态�
、

重频模态即和近频模态组川等多种情况

作了分析和讨论
,

尤其对模态组的研究使摄动法更趋完善
。

该问题的提法是
�

己知 ” 自由

落。 ! 年 ∀ 月 # 日收到
, #  # 年 ∃ 月 #% 日收到修改稿
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度振动系统的质量矩阵 =
。、

刚度矩阵 Ξ
。

及其某频段的 二 6哪簇川 阶特征 值 矩 阵 +
。、

特

征向量矩阵 [
。
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一
, ς 7 。9

[
。∴ 〔Υ

。工,
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又知道修改系统的质量矩阵=
、

刚度矩阵 Ξ

= ∴ =
。] ‘

=
,

Ξ ∴ Ξ7 ] ⊥ Ξ
,

其中
￡

为小参数 _ ‘

=
⊥ 、 。

Ξ
工

分 别为质量
、

刚度修改的增量矩阵
。

要求不重复求解大型广

义特征问题
,

来计算修改系统在该频段的特征值
1 Ρ 和特征向量 劣 , 6云∴ 卜二

,

。 9
。

对于孤立模态
,

用常规的矩阵摄动法即可解决
。

本文的侧重点在于解决近频 6包括重

频 9 祸合模态问题
,

给 出了一种近频祸合模态子空间摄动法
,

对振动系统进行动力修改
。

在初始模态坐标变换的基础上
,

近频祸合模态的摄动解法作了二次模态坐标变换
,

给出了

它的完整解
。

从而综合了各种情况下的模态摄动解
。

� 孤立模态的矩阵摄动法

将修改系统的特征值矩阵 + 按小参数
‘

展开为

+ ∴ +
。 ] 。

+
Θ 十 。 !

ς
! ] 一 6 � 9

特征向量矩阵 [ 在初始特征向量子空间 [
。

内近似地表示为

[ 二[
.

⎯
,

6 ! 9

其中模态坐标变换矩阵口也按小参数
‘

展开

⎯ ∴ , , 十 “
# ] 护> ] ”

·

6 � 9

这里截去 了频段以外的模态
。

式中 # ∴ 6价 ⊥ 9
,

> ∴ 6Η , ⊥ 9 均为 。 阶矩阵
。

由 此得 出模 态

坐标下的特征方程和正交条件为

6+
。 ] “

凡 9口∴ 6, 。 ] “
五儿 9⎯+ 6 Ζ 9

⎯
%
6,。 十

“
几儿 9口∴ , 二 6 ς 9

其 中

」几 二 [ 百叮
,

[
。 ,

凡二 [ 百Ξ
∀

尤
。

6 8 9

一般地说
, ‘

色们都是满阵
。

对于无祸合模态情况
,

常规的摄动法给出一阶摄动 6
。’

9 量为

ς � , ∴ 尺
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其二阶摄动 6
‘ ! 9 量为

、 ⊥ ∴ 艺6凡
, , 一 1。_

从
⊥ , 9瑟, ⊥ 一 。, ⊥

从
_ ⊥ 6‘二 Υ

,

⋯
,

、 9

左∴ ∀

6� 7 9



第 � 期 孙久厚等
⊥

振动系统动力修改的近频偶合模态子空间摄动法 # ! ς

�

ς 7宕一 ς 7 � 〔三
‘凡

, ,

一风
了, ’

一
‘“ , ￡]
风

了犷’
6� � 9

6艺戈介 茗
,

Κ∴ �
,

⋯
,

哪 9

� 丫
洲

,
, /

χ

∴ 一万 乙
4 ““ 4 “‘] 艺月几 _ , 9 6落∴ �

,

⋯
,

哪 9 6� ! 9

左∴ �

将它们代人式 6 � 9
、

式 6!9
、

式 6� 9
,

即可得出修改系统的特征解
。

! 近频祸合模态子空间摄动法

如果所研究的 。 阶频段内有 哪
⊥

6哪
‘

镇、9 个特征值相等或非常接近
,

则称为近频祸合

模态
。

由式 6β 9
、

式 6� � 9 可以看 出
,

常规方法不能直接应用
。

为此将模态变换公式 6!9

改写为分块形式
一’ Ω Ω , ,

一
、
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同样
,

将 几九
、

尤
‘

也改写为分块形式

间九
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其下标
‘ 、

Ο 分别表示近频祸合模态和孤立模态
。

由此得出模态坐标下的特征方程为

沙
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现仅将 哪
。

个近频祸合模态组成一模态子空间
,

其特征方程为
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一般说来
,

。
。

《 , ,

解这个小型广义特征问题是容易的
。

现求得其特征解为

分
‘
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再作第二次模态坐标变换

6� 8 9
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可得 出修改系统第二次模态坐标变换后的特征方程及正交条件为
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将修改系统特征值按小参数
‘

展开
1 Λ _ ∴ 1 . Λ ⊥ ] ‘1 _ Λ _ ] ‘Ε 1 Ε Λ ⊥ ] 一 6茗∴ �
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将第二次模态坐标变换矩阵 ∋ 也按小参数
‘ 展开

δ 6! 7 9

∋ ∴ , ] 。# ] 。“
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将它们代人特征方程式 6� β9 及正交条件式 6� 9
,

由摄动法给出零阶摄动 6。 7 9 量为
’
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,

它即为近频祸合模态子系统的特征值
。

其一阶摄动
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对于除近频祸合模态之外的、
Ο

阶非祸合模态
,

仍可用式 6α9 Χ 式 6� !9 求得 其 摄动量
。

将以上所得的摄动量代人式 6!7 9
、

式 6! � 9
、

式 6� α 9
、

式 6� � 9
,

即可得出修改系统的特征解
。

根据上述原理
,

又研制 了结构动力修改计算程序 + % ,9Α= (
,

对孤立模 态 情况和有近

频锅合模态情况都能有效地计算
,

结果十分令人满意
。

� 算 例

�
/

� 孤立模态情况算例

设有一初始系统为钢质均匀悬臂梁
,

长 7
/

Ζ 二
,

宽 � 7 . Π
,

弹性模量为 !
/

� “ ,(�

= :4 ,

密度为 α
/

β 义 �7
, φ Μ ε Π

“。

对于初始系统
,

取梁厚度为 Ζ 二丁5 ,

等分成 �7 段 梁 元
,

用有限

元法
,

求解广义特征问题
,

得出初始系统的特征解 Μ
。、

[
。_ 对于其对应的 修改 系统

,

假

定梁 自由端一半长度铣去 。
/

! Π Π 6图 � 9
,

用本文方法计算出修改系统的特征解 +
、

[
。

再将修改系统用有限元法
,

求解广义特征问题
,

计算出修改系统的特征 解 夕
、

戈
,

作为与

+
、

[ 对比的基准
。

计算结果对比列入表 �
。

�’ ! 祸合模态情况算例

设有一初始系统为正方形匀质弹性薄膜
,

边 长
“ 一 � 二

,

单位面积 质 量 时 一 7
/

ς φ Μ ε

Π
“,

四周受均布张力 %
。一 � 77 )八5

。

将其等分成 �8 个膜元
,

用有限元法求解广义特征问

题
,

得出初始系统的特征解 +
。 、

[
。 _
对于其对应的修改系统

,

假定在 α
、

β
、

 
、

� �
、

� Ζ
、

�α 等 8 个节点各另有集中质量 7
/

7� φ Μ 6图! 9
,

用本文方法算出修改系统的特征解 +
、

[
。

再用有限元法计算出修改系统的特征解 夕
、

戈
,

作为与 1
、

Υ 比较的基准
。

计算结果 对比

列入表 ! 。
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表 2 是份梁前 1 阶特征值

模态序号

初始系统特征值1.
,

�α � �ς 8β 7β 8 � ς � Ζ7 Ζ ! � ! 7 ς � 8 78 ! ς 8 !  � α �β

修改系统特征值
, , � β 7 Ζ α 8 ς � �   ς 7α � 7 α 8 � Ζα 8 ς � β ς � ς �α � Ζ

本文计算结果
, ‘

�β 7ς ! 8 ς Ζ 7β  ς 7 α ! αβ β �  ς 7 ς Ζ 8β ς �8 �  β � 8

∀
�
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�
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误差勺
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刃
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。
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。
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# # ∗%
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割
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‘‘, −−−

/// 0 / , ,,

.111 咒咒 111111拿拿二幸享享享享享享
三三三 生 兰与与

� 吸22222 自 33333
卜卜卜卜一一一一一一

「「「「
, 日 ���������

22222 / 」乙乙 � 222

+ 马马
卜

卫兰兰兰一一一一

—
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一几几 444 + 一乌乌 � ∀∀∀∀∀
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−−− ### ∋∋∋ 6

6

自自 777

丁
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图 � 悬臂梁 图 # 弹性薄膜

表 # 弹性薄腆前 )
一

阶特征值

模 态 序 号

初始系统特征值9: ,
# ∀∃ ∃

。

∋# # ∀ ∃ ∃
。 ∋# ) � 7 )

。

( ;<

修改系统特征值
, ‘ � 4( ∋

。

∋# � ∗ ) �
。 ∀∃ ∋ 4 7 ∀

&

∗ ∋

本文计算结果
, , � 4 ∃ �

。

7 4 � ∗ ) ∃
。

( 4 ∋ 4 4#
&

� (

误差叮
 了了 一 了 /

万
∀

&

) )% ∀
&

∋ )% ∀
。

4 � %

) 结 论

算例表 明
,

本文所讨论的方法是可行的
。

采用近频祸合模态子空间摄动法
,

既可以避

免重复求解大型广义特征问题
,

又妥善地解决了重频
、

近频祸合模态所带来的麻烦
。

计算

简单
,

并有较高的精度
。
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航空维修工程年会在京召开

中国航空学会航空维修工程专业委 员会于 �   � 年 �7 月!8 Χ ! 日在北京召开纪念专业

委员成立 �7 周年及学术年会
。

到会代表来 自空军
、

海军
、

民航
、

陆航及航空 工业 部等系

统 �7 余个单位 α7 余人
。

各大系统有关领导及中国航空学会油江副理事长到会祝贺
,

中国

航空学会 《航空学报 》杂志社及 � 个专业委员会
、

湖南省航空学会等 �ς 个省学会的代表向

大会致贺词
。

空军工程部副部长
、

专业委员会副主任赵汉立致开幕词
、

空一所所长
、

专业

委员会主任荆治纯做 �7 年工作总结报告
。

�7 年来航空维修工程专业委员会组织召开各种学

术交流会
、

研讨会及专题讨论会共 !Ζ 次
,

收到论文 � Ζ � ς 篇
,

其中宣读论文  α β 篇
,

评选

出优秀论文 Ζ  篇
。

参加会议代表人数达 � β � β人次
。

出版 《论文报告选编》 �7 集
,

收入论文

�� 7篇
。

从 �  β �年以来先后派出 α 个代表团 !� 人次参加国际航空维修会议
。

并组织了�7 次

专题学习班和小型专题研讨会
。

除开展各种国内外学术活动外
,

专业委员会健全了组织机

构
,

组建的 8 个专业学组有 力推动了学术活动的开展
,

加强 了与兄弟专业委员会及各省市

维修专业委员会的横向联系
。

本届年会收到论文 �7 β 篇
,

评审
、

录取 βς 篇
,

其中会议宣读 87 篇
,

并评选了 ς 篇优

秀论文
。

会议期间召开了专业委员会工作会议
, “

八五
”

期间专业委员会 初步 计划
⊥ �   !

年将筹办
⊥

黑匣子研讨会
、

发动机停车故障研讨会
、

腐蚀问题研讨会
、

油液污染研讨会
,

适航性研讨会及发动机维修研讨会等
。

�   �年筹办召开飞机事故分析研讨会
、

东 南亚地区

维修工程国际会议
。

�  引 年举办事故学习培训班
。

�   ς 年争取召开一次国际 航空 维修工

程会议
。
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