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复变函数与数值法相结合计算复合

材料层合板的应力场

南京航空学院
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工

八 主

摘 要 在各向异性数学弹性理论的基础上
,

把复应力函数协 咨
和 功 勺 分别在 和勺平

面的域内展开成复 级数
,

并用边界配点最小二乘法确定级数系数
,

从而计算受面内载荷

作用单连通复合材料层合板的应力场
。

文中进行了算例分析
,

给出了应力随级数项数 和边界所

配点数的变化曲线
。

结果表明
,

本方法具有形式简单
、

原始数据准备工作量小
、

计算 精度高
、

所需计算机容量小和计算时间短等特点
。
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计算各种形状复合材料层合板的应力场
,

已成为当前迫切需要解决的问题之一
。

我们

已研究了含有多个椭圆孔的无限大和有限大小复合材料层合板的应力场计算〔‘ , 〕,

还 研究

了含有一个椭圆刚性加强框的有限大小复合材料层合板的应力计算〔“ ’。

本文研究单连通复

合材料板的应力场计算
。

二
、

分析方法

如图 所示为一单连通复合材料板
,

边界上作用有任意分布的面内平衡载荷
, 。

假设各铺
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,

年 月 日收到修改稿
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层在同一坐标点上应变相同
,

因此建立起宏观均匀各向异性扳模型
。

用应力函数
二 , ,

表示
的板的基本方程为 〔 ,

口

万万一
口

口劣 口
,

一一四一秒
·

少
口 妙

口魂

,

石丽夕
一 十“ ,

其中‘ , ‘, , ,

为板的弹性柔量
。

方程 的特征方程为
“ 一 刀 干 认‘

一 ‘

对于所有理想弹性体厂方程 只存在两
对共扼复根 , 犷, ,

风和 、 ,

风‘
’

方程 的通解形式为
图 受面内载荷作用的单连通复合材料板

, 之 之 么了 才

,丈一名一

其中 “ ,少 , “ “ 少
。

遴》 职 、又 、 气 一
,

丫 ‘ 、一 ’才 幻

则可得板内应力表达式

职

心叫 ,

,

喊乞

。咨
·

一 、

一“ 〔自
“ ’留 ’气”’

板的边界条件为
。二 , 多 二 , , 二

二

二 , , , , 少 ,

其中 抓
,

和
,

为边界点外法线的方向余弦
。 二

和 , 为 。,

在 另 和 少 方向的投

影
。

因护 ,

和甲 为板内的解析 函数
,

并连续到边界上
,

故在 平面的板内任取一点
。,

变换到句 二 ,

平面上为而 , ,

以勒 ,为中心
,

把哟 , 展开成复 级数得

, , ,

艺
, , , 一 。, 。 ,

把 式中的护 , , 对 ,求一次导数并代人 式得

咨
。

李
, 、

勺一 、

“ 一“找 匕八 粼 歹只
七 ’。 ” , 一“。 , ’

‘ ’ ‘

‘二 二
‘ 、

万 ”

‘ 一

噜念
‘ ”为一 ’。, ’”一 ‘ ‘
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把 式代入边界条件 式
,

整理后得
心

名艺 注二 , 。 , 。

元不瓜
·

刀

。

名艺 注 , ,。 , 。

亘二二云又
,
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·

其中
二 。 ”召 〔召 , 劣 一

,

〕名 一 。 , ” 一 ’

, 。 一
二 。 “ ,

这样边界上的每一点就可对应得到 式中的两个无限复系数线性方程
。

实际计算时

级数取有限项
。

另外边界上所配点的总数设为
,

则可得到一个由下列矩阵表示的复系

数线性方程组
‘

〔 〕
卜

其中〔 〕为由凡 , 。 , 。

和它们的共抓所组成的 阶矩阵
, ‘王为由

。

和
。

组成的

列阵
,

为由
二

和 , 组成的列阵
。

通常
,

故 式是一个矛盾线性方程组
,

由〔 〕月左乘 式两边得下列相容

线性方程组

〔 〕“ 〔 〕 〔 〕“

从中解得的 即为 式的最小二乘解
。

确定了级数系数‘和民后
,

可用 式计算板内和边界上任一点的应力
。

根据同一坐

标点应变一致的假定
,

能计算各铺层的应力
,

进而计算层合板的强度
。

三
、

算例分析

例 如图 所示的矩形板
,

板的铺层为 〔 一 〕”材料为碳 环氧复合材料 板的弹

性柔量为 ‘ 一 ‘ ,

一
一 , , , 。 一 , ,

, 。

两个复参数为 , ‘ , 刃

, 刀 一 ,

板的

上边作用有均布压力
,

板的左右两边作

用有与 相平衡的切向分布载荷

一 ,

备
方

万 一 少

另外
,

右边还作用有法向分布载荷

二 ,

一
召 。

图 受面内载作用的矩形板

里 」竺 鱼 、
乙

一

左边法向载荷为凡 一
二 , 。

板内应力的精确表达式为 ⑤
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, , , , 、

“ ‘
一 飞了 、‘

一
汤一 夕少 一 ,

鲤些二竺生了业
一

旦 一
、

方 方

夕
,

少
,

、
“

“ , 一 一 下丁饭 一 不二 】 甲 一万一一 口
乙 路 路

全
,

鳌 八
‘ 二 , 一不平一 弄 气万 一少

一

计算时取
, , 君。 取在原点

,

每边均匀 配 置 个点
。

表 给出

表 点应力与级数项数 的关系

精确解

寿

心

几 ,

。 。 。 一 。 一 。 一 。

。 一 。

夕 一 一 。 一 。 仓 一 。

。 。 。 。 。 。

了板上 点 个应力分量随级数项 数 的 变 化情况
,

从中可以看出
,

当级数取 项时已与

精确解相等
。

在板内和边界上任取一些点
,

计算结果和精确解完全吻合
。

移动 才。的位置可

得同样的结果
。

实际上从 式可以看出
,

应力为坐标的 次表达式
。

而级数取 项时
,

式中的应力也为坐标的 次表达式
,

所以两者结果完全一致
。

图 受面内载荷作用的对称梯形板

例 如图 所示的对称梯形板
,

材料参数同上例
,

上边和下边分别作用有相平衡的

均布压力 , 和 ,
,

计 算时取 , 几 , 才。 ,
, , 二

。

图 给 出 边

界上均匀配置 个节点时上下边中点 另 方向的应力‘ , ,

‘ , 随级数项数的变化情况
,

从中

可以看出 项以内曲线变化较大
,

而 项以后曲线很平直
。

图 给出了级数取 项时 “
,

‘ 和边界所配点数的对应关系
,

从中可以看出
,

点以后结果很稳定
。

从上述算例可以看出
,

对于不同的几何外形和载荷形式
,

级数的收敛 状
一

况 是 不一样
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一
︸

︵目﹄芝︶‘

一

︵。山荟﹀‘

一
。

‘

图 内 , ,

心 与级数项数大
一

的对应关
一

系 一 图 , ,

么 与边界所配点数 的对应关系

的
。

几何外形和载荷形式越复杂
,

达到一定的精度时
,

边界所配点数和级数所取项数就越

多
。

沁 四
、

结
,

论
,

一
、

一

从上述分析可以看出
,

本父把经典的各向异性数学弹性理论中的复变函数方法与现代

数值方法相结合
,

计算单连通各向异性弹性平面应力问题 , 充分发挥解析法和数值法各 自

的优点
,

具有简便
、

省力
、

省时
,

且计算精度高的优点
,

因此对于处理单连通各向异性弹

性平面问题有它独特的方便之处
。

稍加推广
,

引人位移表达式后
,

能计算位移边界条件和

混合边界条件下单连通复合材料板的应力场和位移场
。
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