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Аннотация

В настоящей работе найдены необходимые и достаточные условия эквива-

лентности обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка, квад-

ратичных по второй производной, относительно действия псевдогруппы кон-

тактных преобразований. Эти условия сформулированы в терминах интегралов

некоторых одномерных распределений.
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1 Введение

В настоящей работе мы решаем задачу эквивалентности обыкновенных дифферен-
циальных уравнений второго порядка вида

y′′2 + A(x, y, y′)y′′ +B(x, y, y′) = 0 (1.1)

относительно действия псевдогруппы контактных преобразований пространства
R

3(x, y, p), где p = y′. При решении этой задачи мы используем результаты задачи
нахождения относительных дифференциальных инвариантов обыкновенных диффе-
ренциальных уравнения второго порядка вида

y′′ = f(x, y, y′) (1.2)

относительно действия псевдогруппы точечных преобразований пространства R2(x, y).
Напомним, что С. Ли показал, что любые два обыкновенных дифференциальных

уравнения второго порядка вида (1.2) эквивалентны относительно действия псевдо-
группы контактных преобразований пространства R

3(x, y, p). Вопрос точечной эк-
вивалентности таких уравнений рассматривался во многих работах. С.Ли показал,
что для того, чтобы уравнение (1.2) приводилось к линейному уравнению y′′ = 0
точечной заменой переменных, оно должно быть кубическим относительно первой
производной, т.е., иметь вид y′′ = a3(x, y)y

′3 + a2(x, y)y
′2 + a1(x, y)y

′ + a0(x, y). Класс
таких уравнений замкнут относительно действия псевдогруппы точечных преобра-
зований. Кроме того, он сформулировал достаточный критерий линеаризуемости
(см. [5]). В работе Р.Лиувилля [6] были найдены точные условия линеаризуемо-
сти. А.Трессе [8] первым привел полный набор относительных дифференциальных
инвариантов уравнений второго порядка (1.2) относительно действия псевдогруп-
пы точечных преобразований. В работе Б.Кругликова [4] результаты Трессе были
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сформулированы на более современном языке и, кроме того, были полностью пере-
числены абсолютные дифференциальные инварианты и решена проблема точечной
эквивалентности двух таких уравнений. Класс уравнений, кубических относительно
первой производной, рассматривался в работе А.Трессе [7], в которой были также
вычислены относительные инварианты этого действия. Проблеме эквивалентности
таких уравнений и нахождению препятствия к линеаризуемости посвящены рабо-
ты В.Юмагужина [9, 10]. Кроме того, в связи с этими вопросами следует отметить
монографию Н.Ибрагимова [2] и статью Н.Ибрагимова и Ф.Магри [3].

2 Основные определения и необходимые сведения

Напомним основные понятия, используемые в настоящей работе.
Пусть π — некоторое векторное расслоение и G — псевдогруппа диффеоморфиз-

мов, действующая на нем. Действие псевдогруппы G естественным образом продол-
жается до действия на пространстве Jkπ k-джетов cечений расслоения π. Функция
I ∈ C∞(Jkπ) называется (абсолютным) скалярным дифференциальным инвариан-
том k-го порядка, если она постоянна вдоль орбит продолжения действия G на Jkπ.
Множество всех инвариантов образует алгебру относительно стандартных алгебра-
ических операций.

Функция F , заданная на Jkπ и гладкая в области своего определения, называет-
ся относительным скалярным дифференциальным инвариантом k-го порядка, если
для каждого g ∈ G имеет место равенство g∗F = µ(g) · F , где µ : G → C∞(Jkπ) —
гладкая функция, удовлетворяющая условиям µ(g ·h) = h∗µ(g) ·µ(h), µ(e) = 1. Ины-
ми словами, уравнение F = 0 инвариантно относительно действия псевдогруппы G.
Функция µ называется весом. Пусть M = {µ} — группа всех допускаемых весов. Обо-
значим символом Rµ пространство относительных дифференциальных инвариантов
веса µ. Тогда R =

⋃
µ∈M

Rµ есть M-градуированный модуль над алгеброй абсолютных

скалярных дифференциальных инвариантов.
Сформулируем результаты классификации А.Трессе и Б.Кругликова, которые

нам понадобятся в дальнейшем.
Дифференциальное уравнение второго порядка y′′ = f(x, y, y′) может пониматься

как сечение расслоения J0
R

3(x, y, p) = R
4(x, y, p, q), где мы обозначили через p = y′,

q = y′′ соответствующие координаты в расслоении джетов. В это расслоение стан-
дартным образом поднимается действие превдогруппы точечных преобразований.
Обозначим символами Dx, Dy, Dp операторы полной производной по x, y и p соот-

ветственно. Кроме того, обозначим D̂x = Dx + pDy. Пусть qklm := D̂l
xDm

y Dk
p(q).

Веса образуют двумерную решетку, а алгебра относительных инвариантов дей-
ствия псевдогруппы точечных преобразований распадается в прямую сумму R =⊕

r,s∈ZRr,s (подробности см. в [4]). Первые относительные инварианты (они имеют
порядок 4), равны

I = q400, H = q220 − 4q111 + 6q002 + q(2q310 − 3q201)−
− q100(q

2
10 − 4q101) + q300q

0
10 − 3q200q

0
01 + q · q · q400, (2.1)

а инвариантные дифференциальные операторы (операторы, перестановочные с дей-
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ствием псевдогруппы точечных преобразований) имеют вид

∆p = Dp + (r − s)
q500
5q400

: Rr,s → Rr−1,s+1,

∆x = Dx + pDy + qDp + r

(
3q100 + 2

q500q + q410
q400

)
+

+ s

(
2q100 +

q500q + q410
q400

)
: Rr,s → Rr+1,s,

∆y =
q500
5q400

Dx +

(
1 + p

q500
5q400

)
Dy +

(
2q100 +

5q410 + 6q500q

q400

)
Dp+

+ r

(
3q200
8

+
q401
4q400

+
19q100q

5
00

10q400
+

21(q500q + q401)q
5
00

20q400q
4
00

)
+

+ s

(
q200
4

+
q401
2q400

+
3q100q

5
00

5q400
+

3(q500q + q401)q
5
00

10q400q
4
00

)
: Rr,s → Rr,s+1.

(2.2)

Будем называть уравнение y′′ = f(x, y, y′) уравнением общего положения, если
для него IH 6= 0.

Теорема 1. [4] Алгебра относительных дифференциальных инвариантов урав-
нения общего положения y′′ = f(x, y, y′) порождается инвариантом H и инвари-
антными дифференциальными операторами ∆x, ∆y, ∆p.

Приведем также теорему, показывающую, когда два уравнения общего положения
эквивалентны.

Базис инвариантов порядка 5 составляют функции

H10 = ∆xH, H01 = ∆yH, K = ∆pH.

Из 11 базисных инвариантов порядка 6 в формулировке этой теоремы участвуют 8,
а именно:

H20 = ∆2
xH, H11 = ∆x∆yH, H02 = ∆2

yH, K10 = ∆xK, K01 = ∆yK,

Ω6 = q600 −
6

5
· q

5
00 · q500
q400

, Ω5
10 =

5I

24H
([∆p,∆x]H −∆yH), Ω4

20 = ∆2
pH − Ω6

5I
H.

Введем в рассмотрение два инварианта:

J1 = I−1/8H3/8 ∈ R1,0, J2 = I1/4H1/4 ∈ R0,1.

Построим с их помощью следующий набор инвариантов

H̄10 = H10/(J
3
1J2), H̄01 = H01/(J

2
1J

2
2 ), K̄ = K/(J1J

2
2 ),

H̄20 = H20/(J
4
1J2), H̄11 = H11/(J

3
1J

2
2 ), H̄02 = H02/(J

2
1J

3
2 ),

K̄10 = K10/(J
2
1J

2
2 ), K̄01 = K01/(J1J

3
2 ),

Ω̄6 = Ω6/(J−4
1 J5

2 ), Ω̄5
10 = Ω5

10/(J
−2
1 J4

2 ), Ω̄4
20 = Ω4

20/(J
3
2 ).

Поскольку уравнение второго порядка E может рассматриваться как сечение sE

расслоения J0
R

3(x, y, p), всякий дифференциальный инвариант I порядка k можно
ограничить на уравнение E , взяв обратный образ k-го продолжения сечения sE :

IE := (s
(k)
E
)∗(I).
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Рассмотрим уравнение второго порядка общего положения E такое, что H̄E
10, H̄

E
01,

K̄E можно выбрать в качестве локальных координат на R
3(x, y, p). Тогда остальные

дифференциальные инварианты можно выразить как функции от этих трех:

H̄E

ij = ΦE

ij(H̄
E

10, H̄
E

01, K̄
E), K̄E

ij = ΨE

ij(H̄
E

10, H̄
E

01, K̄
E), Ω̄kEij = ΥkE

ij (H̄
E

10, H̄
E

01, K̄
E).

Теорема 2. [4] Два уравнения второго порядка общего положения E1 и E2 то-
чечно эквивалентны тогда и только тогда, когда наборы функций

ΦE

20,Φ
E

11,Φ
E

02,Ψ
E

10,Ψ
E

01,Υ
6E ,Υ5E

10 ,Υ
4E
20

для них совпадают.

Критерий эквивалентности уравнений необщего положения см. в [4].

3 Различные постановки задачи

Мы будем рассматривать трехмерное контактное многообразиеM с контактной струк-
турой, определяемой распределением C. Канонические координаты в этом многооб-
разии будем обозначать (x, y, p); тогда распределение C задается контактной формой
ω = dy − p dx.

Рассмотрим класс уравнений (1.1). Будем называть такое уравнение уравнением
гиперболического типа в случае, если D = A2−4B > 0, и уравнением эллиптическо-
го типа, если D < 0. Мы ограничимся рассмотрением уравнений гиперболического
типа. При этом будем обозначать корни такого уравнения, как квадратного относи-
тельно y′′, через

y′′ = λ1(x, y, y
′) и y′′ = λ2(x, y, y

′) (3.1)

и будем искать инварианты действия псевдогруппы контактных преобразований на
множестве таких уравнений. Отметим, что D есть относительный инвариант этого
действия на множестве уравнений (1.1).

Геометрически каждое из уравнений y′′ = λi(x, y, y
′) задает одномерное распре-

деление Fi в трехмерном контактном многообразии R
3(x, y, p) = J0

R
2(x, y). Это рас-

пределение лежит в распределении Картана и задается векторным полем

Xi =
∂

∂x
+ p

∂

∂y
+ λi(x, y, p)

∂

∂p
. (3.2)

Поскольку контактное распределение не является вполне интегрируемым, коммута-
тор [X1, X2] не лежит в нем.

Определение. Будем говорить, что два одномерных распределения на трехмер-
ном многообразии находятся в общем положении, если выполнены два условия:

1) векторные поля X, Y , задающие эти распределения, линейно независимы в
каждой точке;

2) коммутатор [X, Y ] линейно независим с полями X, Y .

Отметим, что если такая ситуация реализуется на некотором трехмерном много-
образии M , то двумерное распределение, являющееся прямой суммой двух одномер-
ных, задает контактную структуру на этом многообразии.

Теорема 3. Задание уравнения (1.1) гиперболического типа равносильно заданию
двух одномерных распределений на R

3(x, y, p) в общем положении.
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Доказательство. Необходимость следует из сказанного выше.
Покажем, что, наоборот, два одномерных распределения на R

3(x, y, p) в общем
положении задают некоторое уравнение вида (1.1). Пусть X, Y — векторные поля,
задающие эти распределения. Обозначим буквой F распределение, порождаемое по-
лями X и Y . Покажем, что условие 2) определения не зависит от выбора базиса в
распределении F . Для любых двух функций f и g имеем

[fX, gY ] = fg · [X, Y ] + f ·Xg · Y − g · Y f ·X = fg · [X, Y ] mod F .

Отсюда следует, что для другого базиса X ′ = αX + βY , Y ′ = γX + δY имеет место
[X ′, Y ′] = (αδ − βγ) · [X, Y ] 6= 0 mod F , поскольку [X, Y ] 6= 0 mod F , αδ − βγ 6= 0.

Пусть a, b — независимые интегралы поля X, а f , g — независимые интегралы
поля Y . Поскольку векторные поля X и Y независимы, любые три из этих функций
независимы (функционально), а четвертая может быть выражена через них. Пусть,
например, g = h(a, b, f). Выберем функции a, b, f в качестве координат. В этих
координатах поля X, Y с точностью до множителей имеют вид

X =
∂

∂f
, Y = hb

∂

∂a
− ha

∂

∂b
,

где здесь и в дальнейшем нижние индексы a, b,. . . обозначают частные производные
по a, b и т.д. Заметим, что ha 6= 0, hb 6= 0, так как иначе какие-то три функции из
четырех были бы зависимы.

Обозначим c = −ha/hb. Покажем, что функции a, b и c независимы, и, следова-
тельно, их также можно выбрать в качестве координат. Действительно, поскольку
коммутатор

[X, Y ] = hbf
∂

∂a
− haf

∂

∂b

не лежит в распределении, порожденном полями X и Y , то

hahbf − hbhaf 6= 0.

Последнее неравенство эквивалентно тому, что (ha/hb)f 6= 0, следовательно, a, b, c
действительно можно взять в качестве координат на R

3.
В этих координатах поля X, Y с точностью до множителей примут вид

X =
∂

∂c
, Y =

∂

∂a
+ c

∂

∂b
− Flex(h)

h3b

∂

∂c
,

где
Flex(h) = haah

2
b − 2hahbhab + hbbh

2
a.

Нетрудно проверить, что распределение F задается дифференциальной 1-формой
ω = db− c da и определяет контактную структуру на R

3.
Заметим, что если векторное поле Z лежит в F и не пропорционально X, то

оно с точностью до множителя имеет вид (3.2). Рассмотрим контактное преобра-
зование, удовлетворяющее следующим условиям: оно сохраняет некоторую точку в
трехмерном многообразии R

3, его дифференциал достаточно близок к единице, а на-
правление поля X не является собственным. Такое преобразование переводит поля
X и Y в поля, не пропорциональные X. Полученные векторные поля с точностью до

5



множителей будут иметь необходимый нам вид (3.2), и, таким образом, определят
два уравнения вида (3.1). �

Теперь мы будем рассматривать ситуацию, когда на трехмерном многообразии
M заданы два распределения в общем положении. Покажем, что уравнение (1.1)
также можно трактовать, как две пары функций на M , удовлетворяющие некоторым
дополнительным условиям.

Дифференциальное уравнение y′′ = λ1(x, y, y
′) локально имеет пару первых ин-

тегралов (a, b) таких, что da ∧ db 6= 0, которые также являются интегралами поля
X1. Поскольку X1 лежит в ядре форм ω, da и db, то ω = α da + β db для некоторых
функций α, β.

Уравнение (1.1) гиперболического типа, таким образом, задает две пары функций
(a, b) и (f, g) таких, что любые три из них независимы. Поскольку da(X1) = X1a, то
формы (X1g) da− (X1f) db и (X2b) df − (X2a) dg пропорциональны ω. Как известно,
контактная форма задается условием ω ∧ dω 6= 0. Ясно, что это условие не меняется
от умножения контактной формы на не обращающуюся в нуль функцию.

Рассмотрим два одномерных распределения на M в общем положении. Пусть
одно из них задается векторным полем X с интегралами a, b, а другое — векторным
полем Y с интегралами f , g. Понятно, что эти распределения находятся в общем
положении тогда и только тогда, когда формы (Xg) da− (Xf) db и (Y b) df − (Y a) dg
являются контактными.

Определение. Пусть заданы две пары функций (a, b) и (f, g) на M . Будем го-
ворить, что эти пары функций находятся в общем положении, если выполнены
следующие условия:

1) любые три из них независимы;
2) каждая из форм (Xg) da− (Xf) db и (Y b) df − (Y a) dg является контактной.

Предложение 1. Пусть две пары функций (a, b) и (f, g) на M находятся в
общем положении. Пусть a′ = a′(a, b), b′ = b′(a, b) — две независимые функции, и
f ′ = f ′(f, g) и g′ = g′(f, g) — две независимые функции. Тогда пары (a′, b′) и (f ′, g′)
также находятся в общем положении.

Доказательство. Следует из того, что новые пары функций задают те же самые
распределения, что и старые. �

Из сказанного выше следует

Теорема 4. Задание уравнения (1.1) гиперболического типа равносильно заданию
двух пар функций (a, b), (f, g) на M в общем положении.

4 Основной результат

Вернемся к уравнениям y′′ = λi(x, y, y
′) и определяемым ими векторным полям Xi,

i = 1, 2. Выберем два независимых интеграла a и b поля X1 и два независимых инте-
грала f и g поля X2; пусть g = h(a, b, f). Введем новые координаты a, b, c = −ha/hb.
Пусть G2(a, b, c) = −Flex(h)/h3b . Тогда поля X1 и X2 с точностью до множителей
примут вид

X1 =
∂

∂c
и X2 =

∂

∂a
+ c

∂

∂b
+G2(a, b, c)

∂

∂c
,
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соответственно. Систему координат (a, b, c) будем называть канонической. Будем го-
ворить, что дифференциальное уравнение

b′′ = G2(a, b, b
′), b = b(a),

определяемое полем X2, ассоциировано с уравнением (1.1).
Рассмотрим контактное преобразование ϕ, переводящее уравнение вида (1.1) в

другое такое уравнение. Пусть оно переводит векторное поле X1 на многообразии M3

в поле X̃1 = ϕ∗X1 на M̃3. Покажем, что ϕ действует на ассоциированных уравнениях
как точечное преобразование.

Профакторизуем M3 по траекториям поля X1, пусть M3/X1 = M2 (локально
это можно сделать). Обозначим каноническую проекцию символом π : M3 → M2.

Аналогично, пусть π̃ : M̃3 → M̃2 = M̃3/X̃1. Моделью для расслоения π служит
расслоение π0 : J

1N → J0N для некоторого одномерного многообразия N .
Пусть в ограничении на J1N контактный диффеоморфизм ϕ есть ϕ0 : J1N →

J1Ñ . Диффеоморфизм ϕ преобразует интегралы a и b распределения, задаваемого
полем X1, в некоторые интегралы ã и b̃ распределения, задаваемого полем X̃1, то
есть, в функции от a и b. Поэтому он индуцирует диффеоморфизм ψ0 : J

0N → J0Ñ ,
замыкающий диаграмму

J1N
ϕ0

//

π0

��

J1Ñ

π̃0

��

J0N
ψ0

// J0Ñ .

Функции a и b можно взять в качестве координат на J0N , поэтому ψ0 суть точечное
преобразование. Наоборот, произвольный диффеоморфизм ψ0 : J0N → J0Ñ подни-
мается до контактного диффеоморфизма ϕ0 : J1N → J1Ñ . Поэтому каноническая
система координат существенна с точностью до замены координат (a, b) на две неза-
висимые функции от a и b.

В приведенной выше конструкции мы приводили к виду
∂

∂c
поле X1. Если поме-

нятьX1 иX2 местами, то мы придем к другому уравнению b′′ = G1(a, b, b
′), ассоцииро-

ванному с исходным уравнением (1.1). Будем говорить, что эти два ассоциированных
уравнения дуальны друг другу (см. [1], с. 54–56.)

Из сказанного выше следует

Теорема 5. Два уравнения (1.1) гиперболического типа контактно эквиваленты
тогда и только тогда, когда уравнение, ассоциированное с одним из них, точечно
эквивалентно хотя бы одному из двух дуальных уравнений, ассоциированных с дру-
гим из них.

Пример 1. Рассмотрим уравнение

y′′2 − y′′ = 0. (4.1)

Для него λ1 = 1, λ2 = 0. В качестве первых интегралов соответствующих векторных
полей (3.2) выберем функции a = p−x, b = x2/2−px+y, f = p, g = y−px. Тогда g =
b−(a−f)2/2, что даетG2 = 1. С другой стороны, если выразить b = g+ 1

2
(a−f)2, то мы

получим G1 = −1. Таким образом, пара уравнений, ассоциированных с уравнением
(4.1), есть b′′ = 1 и b′′ = −1. Ясно, что они точечно эквивалентны.
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Пример 2. Рассмотрим уравнение

(y′′ − y)(y′′ − y′) = 0,

для которого λ1 = y, λ2 = p. В качестве первых интегралов выберем функции a = p2−
x2, b = x−ln(p+y), f = y−p, g = pe−x. В этом случае получаем пару ассоциированных
уравнений

b′′ = −b
′(2 + ab′)

a
и b′′ =

b′

a
.

Оба этих уравнения эквивалентны уравнению b′′ = 0.
Пример 3. Рассмотрим уравнение

(y′′ + x)(y′′ − 1) = 0,

для которого λ1 = −x, λ2 = 1. В качестве первых интегралов выберем функции
a = x2/2+p, b = x3/3−px+y, f = p−x, g = x2/2−px+y. Тогда пара ассоциированных
уравнений имеет вид

b′′ =
1

b′ − 1
и b′′ =

−1− 4b′2 + 2
√
b′2 + 4b′4

(1 + 8b′2 − 4
√
b′2 + 4b′4)3/2

.

Оба этих уравнения допускают одну и ту же двумерную алгебру Ли, следовательно,
точечно эквивалентны.

Пример 4. Приведем пример двух пар функций в общем положении, для кото-
рых ассоциированные уравнения не эквивалентны друг другу. Пусть функции (a, b)
и (f, g) связаны соотношением a2 − 2ab + f 2 + 2bf − g2 + b2 = 1, причем g ≥ 0,
b− a+ f ≥ 0. Тогда

g = h(a, b, f) =
√
a2 − 2ab+ f 2 + 2bf + b2 − 1,

и первое ассоциированное уравнение имеет вид

b′′ =
b′

a− b
− 2b′2

a− b
+

b′3

a− b
.

Это уравнение точечно эквивалентно уравнению b′′ = 0.
С другой стороны,

b = h(f, g, a) = a− f +
√

1− 2af + g2,

и второе ассоциированное уравнение не является кубическим относительно первой
производной, следовательно, не эквивалентно первому.

В заключение приведем формулы, необходимые для вычисления инвариантов,

используемых в теореме Трессе-Кругликова. Обозначим векторные поля
∂

∂a
,
∂

∂b
и

∂

∂c
через ∇a, ∇b и ∇c. В исходных координатах (x, y, p) они принимают вид

∇a =
1

∆

(
(byfp − bpfy)

∂

∂x
+ (bpfx − bxfp)

∂

∂y
+ (bxfy − fxby)

∂

∂p

)
,

∇b =
1

∆

(
(apfy − ayfp)

∂

∂x
+ (axfp − apfx)

∂

∂y
+ (ayfx − axfy)

∂

∂p

)
,

∇c =
1

∆

(
(aybp − apby)

∂

∂x
+ (apbx − axbp)

∂

∂y
+ (axby − aybx)

∂

∂p

)
,
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где
∆ = apbxfy − apbyfx − aypxfp + aybpfx + axbyfp − axbpfy,

а частные производные функции f по x, y и p понимаются как производные сложной
функции.

Инвариант H принимает вид

H̃ = ∇2
c∇2

aF − 2 · ha
hb

· ∇2
c∇a∇bF +

(
ha
hb

)2

· ∇2
c∇2

bF − 4∇c∇a∇bF +

+ 4 · ha
hb

· ∇c∇2
bF + 6∇2

bF + F

(
2∇3

c∇aF − 2 · ha
hb

· ∇3
c∇bF − 3∇2

c∇bF

)
−

− ∇cF

(
∇2
c∇aF − ha

hb
· ∇2

c∇bF − 4∇c∇bF

)
+∇3

cF

(
∇aF − ha

hb
· ∇bF

)
−

− 3∇2
cF · ∇bF + F 2 · ∇4

cF,

где F = −Flex(h)/h3b .
Инвариантные дифференциальные операторы имеют вид

∆c = D̃c + (r − s)
∇5
cF

5∇4
cF
,

∆a = D̃a −
ha
hb

· D̃b + F D̃c + (3r + 2s)∇cF+

+ (2r + s)

(F · ∇5
cF +∇4

c∇aF − ha
hb

· ∇4
c∇bF

∇4
cF

)
,

∆b =
∇5
cF

5∇4
cF

· D̃a +

(
1− ha

hb
· ∇5

cF

5∇4
cF

)
D̃b+

+

(
2∇cF +

6F · ∇5
cF + 5∇4

c∇aF − 5 · ha
hb

· ∇4
c∇bF

∇4
cF

)
+ (3r + 2s)

∇2
cF

8
+

+ (r + 2s)
∇4
c∇bF

4∇4
cF

+ (19r + 6s)
∇5
cF · ∇cF

10∇4
cF

+

+ (21r + 6s)
∇5
cF (F · ∇5

cF +∇4
c∇bF )

20∇4
cF · ∇4

cF
,

где D̃a, D̃b, D̃c — операторы полной производной, соответствующие операторам ∇a,
∇b, ∇c.
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