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摘要 :引入了一般度量空间 Rk 中曲线弧长的极限式定义 ,证明了该定义与已知的确界式定义等价 ,从而可用向

量值函数的微积分工具给出弧长公式的一个简洁证明.
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　　文献[1 ]中研究了平面曲线的弧长 ,是通过曲线内接折线长的极限来定义的 ,称为曲线弧长的极限式定义 ,并进一步

证明了光滑曲线的弧长公式 ,但证明中所采用的方法过于繁琐 ,历来是教学中的难点 ;文献 [2 ]则研究了一般度量空间 R k

中曲线的弧长 ,是通过曲线内接折线长的上确界来定义的 ,称为曲线弧长的确界式定义 ,并利用向量值函数的微积分工具

给出了弧长公式的一个证明. 为了使文献[2 ]中的方法能自然地用于简化教材的传统内容 ,本文中引入了度量空间 R k中曲

线弧长的极限式定义 ,且证明了在 R k中上述 2 种曲线弧长定义的等价性 ,这部分知识对微分几何中相关内容的教学也有

所借鉴.

1 　2 种空间曲线弧长定义的等价性

　　将[ a , b]映入度量空间 Rk 的映射 �γ称为 Rk 中的曲线. 若 �γ是一一的 ,则称为弧.

假设 �γ是 Rk 中的任 1 条曲线 ,给定 [ a , b ]的任一分划 P = { x0 , x1 , ⋯, xn} ,且令 ‖P ‖= max
1 ≤i ≤n

�γ( xi) - �γ( xi - 1) ,

Λ( P , �γ) = ∑
n

i = 1
�γ( xi) - �γ( xi - 1) .

定义 1[2 ] 　若由Λ( P , �γ) 这些数构成的集合对于[ a , b ]的全部分划是有界的 ,则称曲线 �γ是可求长的 ,其弧长定义为
Λ( �γ) = sup{Λ( P , �γ) } .

定义 2 　若对于曲线 �γ无论怎样的分划 P ,均存在有限的极限lim
P→0

Λ( P , �γ) = L ( �γ) ,则称曲线 �γ是可求长的 ,并把L ( �γ)

定义为曲线的弧长.

定理 1 　关于弧长的上述 2 个定义等价 .

证明 　设曲线 �γ按定义 1 可求长 ,且弧长Λ( �γ) = sup{Λ( P , �γ) } ,则对任意ε> 0 ,存在分划 P1 ,使得 P1 对应的和 Λ

( P1 , �γ) 满足 0 ≤Λ( �γ) - Λ( P1 , �γ) <ε. 不妨设 ‖P1 ‖=δ> 0 ,则对任意的分划 P2 ,只要 0 ≤‖P2 ‖<δ,就有
Λ( �γ) ≥Λ( P2 , �γ) ≥Λ( P1 , �γ) ≥0

从而 0 ≤Λ( �γ) - Λ( P2 , �γ) <ε. 故 �γ按定义 2 可求长 ,且弧长为 lim
‖P‖→0

Λ( P , �γ) .

另一方面 ,若 �γ按定义 2 可求长 ,且弧长 L ( �γ) = lim
‖P‖→0

Λ( P , �γ) ,则对任意ε> 0 ,存在δ> 0 ,当分划 P 满足 ‖P ‖<δ

时 ,对应和满足 Λ( P , �γ) - L ( �γ) <ε,设 sup{Λ( P , �γ) } = Λ( �γ) ,则存在分划 P1 ,使得 P1 对应的和满足 0 < Λ( �γ) - Λ

( P1 , �γ) <ε. 若 ‖P1 ‖<δ,则 Λ( P1 , �γ) - L ( �γ) <ε,此时

Λ( �γ) - L ( �γ) = Λ( �γ) - Λ( P1 , �γ) + Λ( P1 , �γ) - L ( �γ) ≤ Λ( �γ) - Λ( P1 , �γ) + Λ( P1 , �γ) - L ( �γ) < 2ε

若 ‖P1 ‖≥δ,则将所有长度不小于δ的小区间插入有限个分点 ,使这些小区间的长度小于δ,得到 1 个新的分划 P2 ,

‖P2 ‖<δ,则 P2 对应的和满足Λ( P2 , �γ) ≥Λ( P1 , �γ) ≥0 ,故 0 <Λ( �γ) - Λ( P2 , �γ) <ε,此时

Λ( �γ) - L ( �γ) = Λ( �γ) - Λ( P2 , �γ) + Λ( P2 , �γ) - L ( �γ) ≤ Λ( �γ) - Λ( P2 , �γ) + Λ( P2 , �γ) - L ( �γ) < 2ε

从而由ε的任意性知Λ( �γ) = L ( �γ) .

2 　向量值函数的微分和积分

　　为便于叙述 ,先给出向量值函数的微分和积分的一些相关结果 ,其详细论述可参阅文献[ 2 ].
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记[ a , b]上的 Riemann 可积函数类为 R[ a , b]. 设 f1 , f2 , ⋯, f k 是 [ a , b ]上的函数 ,若 �f = ( f1 , f2 , ⋯, f k) 将 [ a , b ]映入

Rk ,则称 �f 为[ a , b]上的向量值函数 , �f 在[ a , b]上连续 ( �f 在[ a , b]上连续是指对 j = 1 ,2 , ⋯, k , f j 在[ a , b]上连续) ,且 �f 在
[ a , b ]上一致连续 (即若对每个ε> 0 , 存在 1 个δ> 0 , 对于 [ a , b ]中一切满足 x - y <ε的 x , y 而言 , 都能使

�f ( x) - �f ( y) <ε) . 对任一 x ∈ a , b ,令�φ( t) =
�f ( t) - �f ( x)

t - x
, a ≤t ≤b , t ≠x ,定义 �f ( x) 的导函数为 �f′( x) = lim

t →x
�φ( t) ,则

称 �f ∈R[ a , b] (指对 j = 1 ,2 , ⋯, k , f j ∈R[ a , b]) ,定义 �f ( x) 在[ a , b]上的积分为

∫
b

a
�f ( x) d x = (∫

b

a
f1 ( x) d x ,∫

b

a
f2 ( x) d x , ⋯,∫

b

a
f k ( x) d x) .

　　引理 1 　若 �f = ( f1 , f2 , ⋯, f k) 在[ a , b]连续 ,则 �f 在[ a , b ]上一致连续.

引理 2 　�f 在点 x 可微当且仅当 f1 , ⋯, f k 在点 x 可微 ,且 �f ′= ( f1′, f2′, ⋯, f k′) .

引理 3 　�f 1 ∈R[ a , b ] , �f 2 ∈R[ a , b] ,则�f 1 + �f 2 ∈R[ a , b ] , c �f j ∈R[ a , b ] , c ∈R, j = 1 ,2 且

∫
b

a
( �f 1 + �f 2) d x =∫

b

a
�f 1d x +∫

b

a
�f 2d x ,∫

b

a
c �f jd x = c∫

b

a
�f jd x

　　引理 4 　若 �f ∈R[ a , b ] , a < c < b ,则 �f ∈R[ a , c ] , �f ∈R[ c , b ] ,且∫
c

a
�f d x +∫

b

c
�f d x =∫

b

a
�f d x.

引理 5 　设 �f 及 �F 将[ a , b] 映入 Rk , �f ∈R[ a , b] , �F′= �f ,则∫
b

a
�f ( x) d x = �F ( b) - �F ( a) .

引理 6 　若 �f ∈R[ a , b] ,则 �f ∈R[ a , b] 且 ∫
b

a
�f ( x) d x ≤∫

b

a
�f ( x) d x.

证明 　设 �f = ( f1 , f2 , ⋯, f k) , �f ∈R[ a , b ] 容易得到. 为了证明不等式 ,令�y = ( y1 , y2 , ⋯, yk) , yj =∫f jd x ,则�y =

∫�f d x , 且

y 2 = ∑yj
2 = ∑yj∫f jd x =∫( ∑yjf j) d x.

　　根据 Schwarz 不等式 ∑yjf j ( t) ≤ �y �f ( t) , t ∈ a , b ,就有 �y 2 ≤ �y ∫�f d x ,即为要证明的不等式.

3 　弧长公式的向量值证明

　　基于定义 1 ,给出了 Rk 中曲线弧长公式的一个简洁证明 ,即如下结论.

定理 2[2 ] 　设 �γ为 Rk 中的曲线 , �γ′在[ a , b ] 上连续 ,则 �γ可求长 ,且弧长Λ( �γ) =∫
b

a
�γ′( t) d t .

证明 　若 a ≤xi - 1 ≤xi ≤b ,则 �γ( xi) - �γ( xi - 1) = ∫
x

i

x
i - 1

�γ′( t) d t ≤∫
x

i

x
i - 1

�γ′( t) d t ,所以对[ a , b]的每个分划 P ,

有Λ( �γ) ≤∫
b

a
�γ′( t) d t .

下面证明反向不等式. 给定 ε > 0 , 由 �γ′在 [ a , b] 上一致连续 , 可知存在 δ > 0 , 当 s - t < δ时有

�γ′( s) - �γ′( t) < ε. 设 P = x0 , x1 , ⋯, xn 是[ a , b]的 1个分划 ,并且对一切 i ,Δxi <δ. 若 xi - 1 ≤t ≤xi ,则 �γ′( t) ≤

�γ′( xi) +ε. 所以

∫
x

i

x
i - 1

�γ′( t) d t ≤ �γ′( xi) Δxi +εΔxi = ∫
x

i

x
i - 1

[ �γ′( t) + �γ′( xi) - �γ′( t) ]d t +εΔxi ≤

∫
x

i

x
i - 1

�γ′( t) d t + ∫
x

i

x
i - 1

[ �γ′( xi) - �γ′( t) ]d t +εΔxi ≤ �γ( xi) - �γ( xi - 1) + 2εΔxi

　　将上述不等式相加得到

∫
b

a
�γ′( t) d t ≤Λ( P , �γ) + 2ε( b - a) ≤Λ( �γ) + 2ε( b - a)

故由ε的任意性 ,可得 ∫b
a �γ′( t) d t ≤Λ( �γ) ,即结论成立.

按照定理 2 ,当 k = 2 时 ,即 �γ为平面曲线的情形 ,设 �γ( t) = x ( t) , y ( t) ,若 �γ′( t) 在 [ a , b ]上连续 , 则 Λ( �γ) =

∫
b

a
�γ′( t) d t =∫

b

a
x′( t) 2 + y′( t) 2 d t , 这正是文献[1 ] 中的结果. 同样 ,也容易得到空间 R3 中曲线的弧长公式.
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