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【基础研究】

具有 Ｒａｏ简单结构的增长曲线模型关于
共轭先验的 ＢＡＹＥＳ分析



卢晶颖

（青岛大学师范学院，山东 青岛　２６６０７１）

摘要：从ＢＡＹＥＳ观点利用共轭先验考查了具有 Ｒａｏ简单结构的增长曲线模型，得到了参数的边缘后验分布，并
在此基础上给出了后验估计．该结果表明，共轭先验的分析包含非正常先验的结果．
关键词：增长曲线模型；贝叶斯分析；共轭先验
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　　Ｇｅｉｓｓｅｒ［１］首先从ＢＡＹＥＳ观点利用非正常先验研究了具有均匀协方差结构的增长曲线模型；文献［２］曾用 Ｂｒｏｅｍｅｌ
ｉｎｇ［３］处理传统一般线性模型的方法，利用共轭先验研究了具有均匀协方差结构的增长曲线模型．本文中则利用共轭先验
进一步研究具有Ｒａｏ简单结构的增长曲线模型．

１　具有Ｒａｏ简单结构的增长曲线模型

增长曲线模型［４］为

Ｅ（Ｙｐ×Ｎ）＝Ｘｐ×ｍτｍ×ｒＡｒ×Ｎ （１）
式中：τ是未知参数；Ｘ和Ａ为已知矩阵，且ｒａｎｋＸ＝ｍ１≤ｍ＜ｐ，ｒａｎｋＡ＝ｒ１≤ｒ＜Ｎ（假定ｍ１＝ｍ且ｒ１＝ｒ，对于一般情形可类
似处理［５］）；Ｙ的列是ｐ维独立正态变量，其未知协方差阵为Ｒａｏ的简单结构Σ＝ＸΓＸ′＋ＺΘＺ′，简记为ｓ．ｓ．；ｒａｎｋＺｐ×（ｐ－ｍ）＝
ｐ－ｍ满足Ｘ′Ｚ＝０；Γ，Θ是任意未知正定阵．

２　参数的后验推断

考虑增长曲线模型的增广模型

Ｅ（Ｙ）＝ Ｘ　( )Ｚ
τ( )ηＡ＝ＸτＡ＋ＺηＡ （２）

式中：η（ｐ－ｍ）×ｒ是未知参数矩阵；ｒａｎｋＺｐ×（ｐ－ｍ）＝ｐ－ｍ满足Ｘ′Ｚ＝０．
Γ，Θ，τ，η的似然函数为

Ｌ（τ，η，Γ，Θ）∝ Γ－１
Ｎ
２ Θ－１

Ｎ
２ｅｘｐ－１２ｔｒ

Γ( )Θ
－１ Ｂ( )ＤＹ－ τ( )η[ ]Ａ Ｂ( )ＤＹ－ τ( )η[ ]Ａ′

　　 假设τ，η，Γ－１，Θ－１的联合先验分布为共轭族中常用的ＮｏｒｍａｌＷｉｓｈａｒｔ分布，即
ｇ（Γ，Θ，τ，η）＝ｇ１（τ，η｜Γ，Θ）ｇ２（Γ，Θ） （３）

其中

ｇ１（τ，η｜Γ，Θ）∝｜Γ
－１｜

ｒ
２｜Θ－１｜

ｒ
２ｅｘｐ－１２ｔｒ

Γ( )Θ
－１ ( )τη[ ]－ｕＡ０ ( )τη[ ]－ｕ′

ｇ２（Γ，Θ）∝｜Γ
－１｜

ｖ－ｐ－１
２ ｜Θ－１｜

ｖ－ｐ－１
２ ｅｘｐ－１２ｔｒ

Γ( )Θ
－１

Ｂ０

式中：ｕ，Ａ０，ｖ，Ｂ０是超参数；ｕ是ｐ×ｒ已知阵；Ａ０是ｒ×ｒ已知正定阵；ｖ＞ｐ－１；Ｂ０是ｐ×ｐ已知正定阵．
根据ＢＡＹＥＳ定理，先验密度与似然函数的乘积为 τ，η，Γ－１，Θ－１的联合后验密度，由共轭性知其仍为 ＮｏｒｍａｌＷｉｓｈａｒｔ



分布，即

Ｐ（τ，η，Γ－１，Θ－１）∝｜Γ－１｜
Ｎ＋ｖ＋ｒ－ｐ－１

２ ｜Θ－１｜
Ｎ＋ｖ＋ｒ－ｐ－１

２ ·

ｅｘｐ－１２ｔｒ
Γ－１

Θ－( )１ ( )ＢＤＹ－ τ( )η[ ]Ａ Ｂ( )ＤＹ－( )τη[ ]{ Ａ ′＋ ( )τη[ ]－ｕＡ０ ( )τη[ ]－ｕ′＋Ｂ}０ （４）

显然他可写为

Ｐ（τ，η，Γ－１，Θ－１）＝Ｐ１（τ，η｜Γ
－１，Θ－１）Ｐ２（Γ

－１，Θ－１）
式中：

Ｐ１（τ，η｜Γ
－１，Θ－１）∝｜Γ－１｜

ｒ
２｜Θ－１｜

ｒ
２ｅｘｐ－１２ｔｒ

Γ－１

Θ－( )１ ( )τη－Ｔ[ ]０ ＡＡ′＋Ａ( )
０ ( )τη－Ｔ[ ]０ ′

Ｐ２（Γ
－１，Θ－１）∝｜Γ－１｜

Ｎ＋ｖ－ｐ－１
２ ｜Θ－１｜

Ｎ＋ｖ－ｐ－１
２ ｅｘｐ－１２ｔｒ

Γ－１

Θ－( )１ Ｃ０
其中：

Ｔ０ ＝ ( )ＢＤＹＡ′＋ｕＡ[ ]０ （ＡＡ′＋Ａ０）－１，
Ｃ０ ＝Ｂ０＋ｕＡ０ｕ′＋( )ＢＤＹＹ′( )ＢＤ′

－ ( )ＢＤＹＡ′＋ｕＡ[ ]０ （ＡＡ′＋Ａ０）－１ ( )ＢＤＹＡ′＋ｕＡ[ ]０ ′
由此可知，Γ－１～Ｗ（．；Ｃ－１０１，Ｎ＋ｖ），Θ

－１～Ｗ（．；Ｃ－１０２，Ｎ＋ｖ），其中
Ｃ０１ ＝Ｂ１１＋ｕ１Ａ０ｕ′１＋ＢＹＹ′Ｂ′－ ＢＹＡ′＋ｕ１Ａ( )

０ ＡＡ′＋Ａ( )
０
－１ ＢＹＡ′＋ｕ１Ａ( )

０ ′
Ｃ０２ ＝Ｂ２２＋ｕ２Ａ０ｕ′２＋ＤＹＹ′Ｄ′－ ＤＹＡ′＋ｕ２Ａ( )

０ ＡＡ′＋Ａ( )
０
－１ ＤＹＡ′＋ｕ２Ａ( )

０ ′
可知：

Ｅ（Γ－１）＝（Ｎ＋ｖ）Ｃ－１０１
Ｅ（Θ－１）＝（Ｎ＋ｖ）Ｃ－１０２

　　根据文献［６］，又有：
Ｅ（Γ）＝（Ｎ＋ｖ－ｍ－１）－１Ｃ０１
Ｅ（Θ）＝（Ｎ＋ｖ－ｐ＋ｍ－１）－１Ｃ０２

这样可得到Γ－１，Θ－１，Γ，Θ的后验估计．
在以上结果中中令Ａ０→０，Ｂ０→０，ｖ→－ｒ，有：

Ｅ（Γ）＝（Ｎ－ｒ－ｍ－１）－１ＢＳＢ′　　　Ｅ（Θ）＝（Ｎ－ｒ－ｐ＋ｍ－１）－１ＤＳＤ′
Ｅ（Γ－１）＝（Ｎ－ｒ）－１( )ＢＳＢ′－１ Ｅ（Θ－１）＝（Ｎ－ｒ）－１( )ＤＳＤ′－１

　　以上式子表明该结果与非正常先验分析的结果一致．

３　结论

利用共轭先验研究了具有Ｒａｏ简单结构的增长曲线模型．当对先验信息了解少时，可利用非正常先验进行参数估计；
当对先验信息了解较多，且易于确定超参数时，可利用本文的共轭先验进行参数估计．
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