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摘要：通过ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法，揭示了在两参数Ｗｅｉｂｕｌｌ分布定时截尾情形下，样本容量为２～１０的截尾时间变化区
间、母体参数和失效数之间的关系。根据这一关系提出了基于矩估计的母体参数下限估计方法。实例计算表

明，对于形状参数和尺度参数的下限估计，该方法较似然比方法估计精度分别提高了１０％和１３％。
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　　在新型产品正式投入使用之前，应当掌握或了解该产
品的性能。这主要借助理论计算和试验来完成，而试验是

最可靠和最具说服力的。试验的关键在于产品性能概率

分布的建立和确认。根据样本（试验结果）估计母体时，普

遍认为投入试验的试件越多，估计结果越精确。然而在实

际情况中，产品的可靠性试验由于受时间和资金的限制，

不仅不能保证较大的试验样本量，还必须采取截尾试验方

案。实践中，可靠性试验以定时截尾方案居多。Ｗｅｉｂｕｌｌ分
布是可靠性中常用的失效分布，许多机械零部件产品的失

效分布都是Ｗｅｉｂｕｌｌ分布。本文中通过 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法研
究基于矩估计方法的Ｗｅｉｂｕｌｌ分布下小样本量（本文中，小
样本量指样本容量为２至１０的试验数据）定时截尾数据
的参数下限估计问题。

１　两参数Ｗｅｉｂｕｌｌ分布

两参数Ｗｅｉｂｕｌｌ分布的分布函数和概率密度函数分
别为

Ｆ（ｘ）＝１－ｅｘｐ ｘ( )η
ｆ（ｘ）＝ β

η
ｘ( )η

β－１
ｅｘｐ ｘ( )η

（１）

式中：ｘ为随机变量；η为尺度参数；β为形状参数。

２　 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布定时截尾情形下的矩估计

２．１　参数的点估计
由于极大似然估计方法通过迭代方法求解超越方程，

给出Ｗｅｉｂｕｌｌ分布形状参数的估计，在计算高截尾小样本
量定时截尾数据时，极大似然估计不易收敛，而且极大似

然估计在小样本情形下不一定最优［１］。因此，应该在小样

本定时截尾情形下寻找其他优良的估计量。

定义：若存在函数Ｇ（ｘ）满足以下关系，称分布函数族
｛Ｆ（ｘ，μ，σ）：μ∈（－∞，∞），σ∈（０，∞）｝是位置－刻度
分布族。

Ｆ（ｘ，μ，σ）＝Ｇ ｘ－μ( )σ （一切ｘ，μ，σ）（这里 μ为位置

参数，σ为刻度参数）
极值分布即属于位置－刻度分布族，其分布函数为

Ｆ（ｘ）＝１－ｅｘｐ －ｅ
ｘ－μ

( )σ

若随机变量Ｘ服从极值分布，则
ＥＸ＝μ－ｑσ （２）

ＶａｒＸ＝ １６π
２σ２ （３）

式（２）中ｑ＝０．５５７７２１，为欧拉常数。
若Ａ～Ｗ（β，η）（随机变量 Ａ服从形状参数为 β，尺度

参数为η的两参数Ｗｅｉｂｕｌｌ分布，下同），则 Ｘ＝ｌｎＡ服从
极值分布，其中参数μ＝ｌｎη，σ＝１／β。

考虑位置 －刻度分布族的好处就在于对定时截尾情
形下的数据可以采用矩法进行估计［１］。ＭｅｔｅＳｉｒｖａｎｃｉ和
ＧｒａｃｅＹａｎｇ［２］在１９８４年利用Ｗｅｉｂｕｌｌ分布与极值分布之间
的转换关系首先研究了Ｗｅｉｂｕｌｌ分布下定时截尾数据的矩
估计问题，并证明了其构造的形状参数与尺度参数的矩估

计量具有强相合性，还指出估计量的性能在小样本情形下

效果也是好的。



设Ｘ的分布函数是 Ｇ ｘ－μ( )σ ，Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ是相互独

立同分布的随机变量列［１］，共同的分布是 Ｇ ｘ－μ( )σ 。在

（ｎ，Ｔ）方案下（０＜Ｔ＜∞）得到的观测值是（ｙ１，δ１），…，
（ｙｎ，δｎ），其中 ｙｉ＝ｍｉｎ｛Ｘｉ，Ｔ｝，δｉ＝Ｉ（Ｘｉ≤Ｔ）。令 Ｇ－１
（ｕ）＝ｉｎｆ｛ｘ：Ｇ（ｘ）≥ｕ｝（０＜ｕ＜１），则有［２］：

ｈ（ｐ）＝ｐＧ－１（ｐ）－∫
ｐ

０
Ｇ－１（ｕ）ｄｕ

令δ＝Ｉ（Ｘ≤Ｔ），ａＧ＝ｉｎｆ｛ｘ：Ｇ（ｘ）＞０｝，ｂＧ＝ｓｕｐ｛ｘ：Ｇ
（ｘ）＜１｝，ｐ＝Ｐ（Ｘ≤Ｔ）。

定理：设０＜ｐ＜１且 Ｇ（ｘ）是（ａＧ，ｂＧ）上的严格增函
数，Ｙ＝ｍｉｎ｛Ｘ，Ｔ｝，则有：Ｅ［δ（Ｔ－Ｙ）］＝σｈ（ｐ）。

由定理可知：

σ＝ １
ｈ（ｐ）Ｅ（δ（Ｔ－Ｙ））

用式（４）作为ｐ的估计，则式（５）与式（６）分别为 σ和
μ的矩估计。

ｐＥ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
δｉ （４）

σＭＥ ＝
１

ｎｈ（ｐＥ）∑
ｎ

ｉ＝１
δｉ（Ｔ－ｙｉ） （５）

μＭＥ ＝Ｔ－σＭＥＧ
－１（ｐＥ） （６）

　　对于ξ～Ｗ（β，η），Ｘ＝ｌｎξ～Ｇ ｘ－μ( )σ ，有：

Ｇ( )ｘ＝１－ｅｘｐ －ｅ( )ｘ

Ｇ－１（ｕ）＝ｌｎｌｎ １
１－ｕ（０＜ｕ＜１）

ｈ（ｐ）＝ｐｌｎｌｎ １
１－ｐ－∫

ｐ

０
ｌｎｌｎ １

１－ｕｄｕ （７）

　　根据式（５）和式（６）有形状参数与尺度参数的点估计
公式为：

βＭＥ ＝ σ( )
ＭＥ

－１ ＝
ｎｈ（ｐＥ）

∑
ｎ

ｉ＝１
δｉ（ｌｎＴ－ｌｎｙｉ）

（８）

ηＭＥ ＝ｅ
μＭＥ ＝ Ｔ

［ｌｎ（１－ｐＥ）
－１］σＭＥ

（９）

　　为方便使用，根据式（７）计算出小样本量下所有（ｎ，ｒ）
（样本容量为ｎ，失效数为ｒ）的ｈ（ｐＥ）值，见表１。

表１　小样本量下ｈ（ｐＥ）

样本

量ｎ
失效数ｒ

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９
２ ０．５８９４
３ ０．３６７８ ０．８５７７
４ ０．２６８２ ０．５８９４ １．０２２５
５ ０．２１１３ ０．４５２３ ０．７４２７ １．１３８２
６ ０．１７４３ ０．３６７８ ０．５８９４ ０．８５７７ １．２２５８
７ ０．１４８４ ０．３１０１ ０．４９０２ ０．６９６９ ０．９４８４ １．２９５５
８ ０．１２９２ ０．２６８２ ０．４２０１ ０．５８９４ ０．７８４４ １．０２２５ １．３５３１
９ ０．１１４４ ０．２３６３ ０．３６７８ ０．５１１５ ０．６７２２ ０．８５７７ １．０８４９ １．４０１８
１０ ０．１０２７ ０．２１１３ ０．３２７２ ０．４５２４ ０．５８９４ ０．７４２７ ０．９２０３ １．１３８２ １．４４３６

２．２　参数的下限估计
对于Ｗｅｉｂｕｌｌ分布，常用的参数区间估计方法有：利用

大样本下极大似然估计量渐进正态性的方法、似然比方法

以及基于枢轴量［３］的方法。Ｃｏｈｅｎ［４］指出：在小样本场合
下，利用极大似然估计量渐进正态性的方法将产生很大的

偏差。Ｋａｈｌｅ［５］通过计算表明，在较小的样本量的情形下，
似然比方法优于利用大样本下极大似然估计量渐进正态

性的方法。但是 Ｋａｈｌｅ也指出，似然比方法需要样本包含
２０个失效数据，而这与本文中所研究的小样本量情形
不符。

为安全起见，往往关注的是可靠性指标的下边界估计

值。由Ｗｅｉｂｕｌｌ分布的特性可知，对于相同的尺度参数，形
状参数的估计越小（或对于相同的形状参数，尺度参数的

估计值越小），产品的可靠寿命估计越保守。

２．２．１　形状参数的下限估计
由于样本量小的缘故，采用式（４）作为 ｐ的估计存在

偏差，所以ｈ（ｐＥ）与真实的 ｈ（ｐ）也会有出入。若能求出
ｈ（ｐ）可能取值的下限ｈ（ｐ）ＬｏｗｅｒＢｏｕｎｄ，并记式（８）中分母为随
机变量 Ｍ，其可能取值的上限为 ＭＵｐｐｅｒＢｏｕｎｄ，则可根据式
（１０）求出Ｗｅｉｂｕｌｌ分布形状参数的下限估计βＬ－ＭＥ：

βＬ－ＭＥ ＝
ｎｈ（ｐ）ＬｏｗｅｒＢｏｕｎｄ
ＭＵｐｐｅｒＢｏｕｎｄ

（１０）

　　由式（１）可得到对应于给定累积失效概率ｐ的分位点
ｘｐ的计算公式：

ｘｐ ＝η ｌｎ
１
１( )[ ]－ｐ

１
β

（１１）

　　由式（１１）可知，在无穷大样本下，对于相同的形状参
数β和累积失效概率ｐ，ｘｐ与尺度参数η的比值是一定的。

通过ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法研究 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布下的小样本量
定时截尾数据时发现，对于一定的样本容量和形状参数，使

得同一失效数出现可能性最大的截尾时间，可以是某一区

间上的任意取值。以ｎ＝１０，Ｗ（β＝１０，η＞０）为例，见图１。
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图１　ｎ＝１０，使得各失效数出现概率最大的
截尾时间变化范围

　　统计模拟表明，对于相同的（ｎ，ｒ），不同 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布
总体（形状参数相同而尺度参数不同）的截尾时间区间端

点与尺度参数的比值仍然相同。以样本容量 ｎ＝１０，形状
参数β＝５为例，在不同尺度参数下对应各失效数的截尾
时间变化范围，见表２。

因此，为得到小样本量下使得各（ｎ，ｒ）出现概率最大
的截尾时间区间，只需在同一尺度参数下根据不同的形状

参数（考虑到工程实践中，Ｗｅｉｂｕｌｌ分布的形状参数一般在
１至１０之间，模拟中形状参数也根据这个范围进行取值）
进行模拟即可。限于篇幅，仅给出样本容量 ｎ＝５时，使得
各失效数出现概率最大的截尾时间范围，见表３。

表２　不同尺度参数下截尾时间的变化范围

失效数ｒ
尺度参数η

１ １０ １００ １０００
２ ［０．７３４，０．８０４］ ［７．３４，８．０４］ ［７３．４，８０．４］ ［７３５，８０４］

３ ［０．８０５，０．８６１］ ［８．０５，８．６１］ ［８０．５，８６．１］ ［８０５，８６１］

４ ［０．８６２，０．９１３］ ［８．６２，９．１３］ ［８６．２，９１．３］ ［８６２，９１２］

５ ［０．９１４，０．９６］ ［９．１４，９．６］ ［９１．４，９６．０］ ［９１３，９６０］

６ ［０．９６１，１．００８］ ［９．６１，１０．０８］ ［９６．１，１００．８］ ［９６１，１００８］

７ ［１．００９，１．０５９］ ［１０．０９，１０．５９］ ［１００．９，１０５．９］ ［１００９，１０５９］

８ ［１．０６，１．１１７］ ［１０．６，１１．１７］ ［１０６．０，１１１．７］ ［１０６０，１１１６］

９ ［１．１１８，１．１９４］ ［１１．１８，１１．９４］ ［１１１．８，１１９．４］ ［１１１７，１１９４］

表３　当ｎ＝５时，不同形状参数下使得各失效数出现概率最大的截尾时间变化范围

失效数ｒ
形状参数β

１ ２ ３ ４ ５

１ ［０．２０６，０．４４６］η ［０．４５４，０．６７］η ［０．５９，０．７６６］η ［０．６７３，０．８１８］η ［０．７２９，０．８５２］η

２ ［０．４４７，０．７５２］η ［０．６７１，０．８６６］η ［０．７６７，０．９０９］η ［０．８１９，０．９３１］η ［０．８５３，０．９４４］η

３ ［０．７５３，１．１６１］η ［０．８６７，１．０７７］η ［０．９１，１．０５１］η ［０．９３２，１．０３８］η ［０．９４５，１．０３１］η

４ ［１．１６２，１．８５５］η ［１．０７８，１．３６１］η ［１．０５２，１．２２９］η ［１．０３９，１．１６７］η ［１．０３２，１．１３２］η

续表３

失效数ｒ
形状参数β

６ ７ ８ ９ １０

１ ［０．７６８，０．８７５］η ［０．７９８，０．８９１］η ［０．８２１，０．９０４］η ［０．８３９，０．９１５］η ［０．８５４，０．９２３］η

２ ［０．８７６，０．９５３］η ［０．８９２，０．９６］η ［０．９０５，０．９６５］η ［０．９１６，０．９６８］η ［０．９２４，０．９７１］η

３ ［０．９５４，１．０２５］η ［０．９６１，１．０２２］η ［０．９６６，１．０１８］η ［０．９６９，１．０１６］η ［０．９７２，１．０１５］η

４ ［１．０２６，１．１０８］η ［１．０２３，１．０９２］η ［１．０１９，１．０８］η ［１．０１７，１．０７１］η ［１．０１６，１．０６３］η

　　计算表明，各（ｎ，ｒ）下截尾时间变化范围与形状参数
的关系，皆可用二阶指数曲线很好地拟合，见图２。
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图２　（１０，１），截尾时间下限随形状参数
变化规律的拟合曲线

　　仅凭试验结果无法确定截尾时间 Ｔ在截尾时间区间
中的位置。分析式（１）和式（８）可知，累积概率ｐ是截尾时
间Ｔ的增函数，而ｈ（ｐ）是ｐ的增函数。将截尾时间区间两
端点分别代入式（１）计算出ｐ的上下限，再由式（８）可算出
ｈ（ｐ）的上下限。计算结果表明，在一定的样本容量下，母

体形状参数真值对 ｈ（ｐ）几乎没有影响，ｈ（ｐ）的变化只与
失效数有关。以ｎ＝１０时，ｈ（ｐ）的下限为例，见图３。

图３　当ｎ＝１０时，不同形状参数下ｈ（ｐ）的下限

　　将小样本量下对应于所有（ｎ，ｒ）的ｈ（ｐ）的下限汇总于
表４。

表４　小样本量下ｈ（ｐ）的下限

样本

量ｎ
失效数ｒ

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９
２ ０．４５８２２
３ ０．３１７４１ ０．６５６３２
４ ０．２４２２６ ０．５０１８７ ０．７９３９９
５ ０．１９５９０ ０．４０１６８ ０．６３１９１ ０．８９５５７
６ ０．１６３９８ ０．３３６７５ ０．５２５３１ ０．７３３２９ ０．９７９４２
７ ０．１３９９３ ０．２９０１８ ０．４４７７８ ０．６２００３ ０．８１３０１ １．０４９１
８ ０．１２３９７ ０．２５２７９ ０．３９０２５ ０．５３８０２ ０．７００７９ ０．８８１３１ １．１０６３１
９ ０．１０９８３ ０．２２４５６ ０．３４５９７ ０．４７５７６ ０．６１３５５ ０．７６６５７ ０．９３９２４ １．１５５３１
１０ ０．０９９４９ ０．２０２１３ ０．３１１４５ ０．４２４０４ ０．５４６９３ ０．６７７６５ ０．８２４２４ ０．９９３３５ １．２００５７

　　将Ｍ写为

Ｍ ＝ｒｌｎＴ－∑
ｒ

ｉ＝１
ｌｎｙｉ＝ｒｌｎＴ－∑

ｒ

ｉ＝１
Ｈｉ＝ｒｌｎＴ－Ｎ

　　Ｎ的分布函数很难求出。由于讨论的是小样本量下的
情形（ｒ＝１，２，…，９），若根据中心极限定理给出 Ｎ的近似
分布，也将存在很大的误差。

Ｈｉ（ｉ＝１，２，…，ｒ）是来自极值分布的独立同分布随机
变量。将极值分布的位置参数和刻度参数的矩估计分别

代入式（２）和式（３）可得到Ｎ的期望和方差的估计
ＥＭＥ（Ｎ）＝ｒ（μＭＥ －ｑσＭＥ）

ＶａｒＭＥ（Ｎ）＝
ｒ
６π

２σ２ＭＥ

　　考虑用下式估计ＭＵｐｐｅｒＢｏｕｎｄ：

ＭＵｐｐｅｒＢｏｕｎｄ≈ｒｌｎ（Ｔ）－（ＥＭＥ（Ｎ）－Ｃ ＶａｒＭＥ（Ｎ( )）
１
２）

　　对２２５０个由不同ｎ（ｎ＝２，３，…，１０），β（β＝１，２，…，
１０）以及Ｔ（Ｔ＝０．１η，０．２η，…，２．５η）组成的定时截尾策

略进行模拟（每个组合模拟次数为５０万），并判断 βＬ－ＭＥ是
否大于β。模拟结果表明，当系数Ｃ取３．０时，误报率不到
百万分之一。在此，建议采用式（１２）估计ＭＵｐｐｅｒＢｏｕｎｄ
ＭＵｐｐｅｒＢｏｕｎｄ≈ｒｌｎ（Ｔ）－（ＥＭＥ（Ｎ）－３．０ＶａｒＭＥ（Ｎ( )）

１
２）

（１２）
２．２．２　尺度参数的下限估计

在得到形状参数的下限估计之后，可根据对应于试验

结果（ｎ，ｒ）的截尾时间下限与尺度参数的比值随母体形状
参数变化的拟合曲线，计算尺度参数的下限估计。

３　计算与讨论

从４个不同的两参数 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布母体中随机抽取４
组定时截尾样本（见表５），对应的参数点估计与下限估计
的计算结果列于表６和表７。
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表５　定时截尾样本

母体 β η 截尾时间 抽样数据

样本１ Ｗ（１００，１） １．０ １００．０ ３２．００ １１．７１９，２１．２７，２４．０１，３２．００，３２．００，３２．００，３２．００，
３２．００，３２．００，３２．００

样本２ Ｗ（１０００，３） ３．０ １０００．０ ９００．００ ３２３．９８，３６４．３６，５９３．３１，６１５．８１，７８４．０５，９００．００，９００．
００，９００．００，９００．００，９００．００

样本３ Ｗ（１０，５） ５．０ １０．０ ８．５０ ６．１２，７．９２，８．５０，８．５０，８．５０

样本４ Ｗ（１，１） １．０ １．０ ０．８０ ０．２２８４，０．５７５，０．８０

表６　形状参数估计结果

β βＭＥ βＭＬＥ βＬ－ＭＥ 相对误差／％ βＬ－ＬＲＣ 相对误差／％

样本１ １．０ １．９２２ １．９７１ ０．９８１ １．９ ０．４３７ ５６．３５

样本２ ３．０ ２．０６１ ２．１２３ １．０８２ ６３．９２ ０．７７ ７４．３３

样本３ ５．０ ５．６６５ ５．７４１ ２．１８３ ５６．３５ ０．８５４ ８２．９２

样本４ １．０ １．６２５ １．６９１ ０．４３４ ５６．６２ ０．２９２ ７０．８

表７　尺度参数估计结果

η ηＭＥ ηＭＬＥ ηＬ－ＭＥ 相对误差／％ ηＬ－ＬＲＣ 相对误差／％

样本１ １００．０ ５４．６８ ５３．１４ ４３．１１ ５６．８９ ４６．８４ ５３．１６

样本２ １０００．０ １０７５．２ １０４５．０３ ９９６．８９ ０．３１ ６８０．１ ３２

样本３ １０．０ ９．５７ ９．５１ ８．８１４ １１．８６ ７．４８ ２５．２

样本４ １．０ ０．７５５ ０．７２４７ ０．５７４ ４２．６ ０．１８８ ８１．２

　　注：β与η分别为母体形状参数与尺度参数真值；βＭＥ与βＭＬＥ分别为形状参数的矩估计和极大似然估计；ηＭＥ与 ηＭＬＥ分
别为尺度参数的矩估计和极大似然估计；βＬ－ＭＥ与 ηＬ－ＭＥ分别为根据本文方法得到的形状参数与尺度参数的下限估计；
βＬ－ＬＲＣ与ηＬ－ＬＲＣ分别为根据似然比方法计算得到的形状参数与尺度参数的９０％置信区间的左端点。

　　由计算结果可知：
１）就点估计而言，矩估计比极大似然估计更加接近参

数真值；

２）对于形状参数和尺度参数的下限估计，本文中方法
的精度较似然比方法分别至少提高了１０。４１％（样本２）
和１３．３４％（样本３）。

４　结论

１）通过计算机模拟的方法揭示了Ｗｅｉｂｕｌｌ分布下小样
本量定时截尾数据的截尾时间变化范围、母体参数与试验

结果三者之间的关系；

２）矩估计方法无需迭代、计算简单，且矩估计比极大
似然估计更加接近参数真值；

３）给出了一种基于矩估计方法，计算 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布下
小样本量定时截尾数据所在母体参数下限估计的方法。

实例计算表明，对于形状参数和尺度参数的下限估计，本

文中方法较似然比方法估计精度分别至少提高了 １４％
和 ５３％；
４）小样本量下截尾时间变化范围、母体参数与试验结

果三者之间的关系同样适用于对形状参数变化区间已有

先验知识，进而估计 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布下小样本量定时截尾数
据所在母体尺度参数的情形。
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