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摘　要　结合对初始状态的学习, 给出了一类输出方程不含控制变量的时变非线性系统的 D 型在线学习控

制算法及其收敛条件。其特点是将学习误差在线反馈 , 且迭代初始状态只需通过理想信号及系统的部分信息

即可确定。最后, 将所得结论应用于机器人系统, 表明本文方法是有效的。
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Abstr act　A D - type iter ative learning control for a class of t ime-varying nonlinear system is studied. Then,

a practical learning algor it hm is given, and a sufficient condit ion is presented t o guarantee the system output

converges precisely to the desired output. It should be noted that the cont rol var iables do not appear in the

output equation, and no precise model of t he dynamical system is r equir ed. Unlike the existing r esults, not

only t he input but also the itera tive initial stat e ar e learned in t his iterat ive algorithm, and the output er ror in

each iter ation is used to design the iter ative law on-line. T herefor e, the iter ative initial state may be obtained

only by the desir ed output and par tial information of the system. T his algor ithm is easy t o implement in prac-

tical engineer ing, and t hus the short comings of the existing r esults are avoided. Finally, t he r esult is used t o

a robot system, and exper iment shows that the convergence speed of this algorithm is incr eased compared

with off -line algor ithms, and the conclusion is very effective in pratical syst ems.
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　　近年来, 迭代学习控制受到了普遍关注, 各

种学习律相继被提出[ 1, 2] , 但现有结论大都采用

离线学习法。最近, 文献[ 3, 4]提出了前馈控制

学习法, 但文献[ 3]讨论的是机器人系统, 文献

[ 4]的方法需要增大系统维数, 且迭代初始状态

依赖于理想初始状态, 由于理想初始状态的不可

知性使得相应结论难于应用。文献[ 5]考虑了输出

方程含控制变量系统的P 型在线学习控制。尽管

利用文献[ 1] 的方法可将输出方程不含控制变量

的系统转化为输出方程含控制变量的系统, 但需

借助微分器来实现, 这显然在实际中是不理想

的。文献[ 6] 给出了一种D型学习算法, 能避免上

述缺陷, 但由于使用了微分几何方法, 对系统要

求非常苛刻。受文献[ 7] 启发, 本文直接讨论一

类输出方程不含控制变量的非线性系统, 提出了

一种带有初始状态学习的在线学习算法, 这种算

法与理想初始状态无关, 也不需增加微分器来改

变系统, 具有重要的实用价值。

1　系统描述

考虑时变非线性系统

xa( t ) = f (x( t) , t ) + B( t)u( t)

y( t ) = C(T )x( t)
( 1)

其中: x∈R
n
, u, y∈R

m
分别是系统的状态, 输入

和输出; f (x( t ) , t )是非线性不确定项。假设研究

问题区间为[ 0, T ] , 集合 E= {x( t) ût∈[ 0, T ] }是

凸集, U 是由所有连续或分断连续函数组成的容

许控制集。

设系统式( 1)跟踪的理想输出信号为 yd( t) ( t

∈[ 0, T ] )。考虑如下的 D 型在线学习控制律及

初始状态迭代律

uk+ 1( t) = uk( t ) + L( t ) eak+ 1( t ) ,　k= 1, 2, 3,… ( 2)

xk+ 1( 0) = ( I+ B( 0)L( 0)C( 0) )
- 1

(xk( 0) +

B( 0)L( 0) yd( 0) ) , 　k= 1, 2, 3,… ( 3)
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其中: L( t )是 m×m阶可调学习增益阵; ek+ 1( t )

= yd( t ) - yk+ 1( t)是第 k+ 1次迭代的输出误差;

yk+ 1 ( t )是由 uk+ 1( t )产生的系统输出, 即第 k+ 1

次迭代的系统输出; xk+ 1( t )是uk+ 1( t )驱动的系统

状态, 即第 k+ 1次迭代状态, 式( 2)是迭代学习

控制律,式( 3)是初始状态迭代律。

本文将给出系统式( 1)按照迭代律式( 2)和式

( 3)进行逐次迭代后, 系统输出严格跟踪理想信

号 yd( t)的有关结论。

2　D型在线学习控制的收敛性

记‖f ‖= max
1≤ i≤ n

{ûf iû}为 n维向量 f = ( f 1 ,

f 2 ,…, f n)
T
的范数;‖f‖K= sup

0≤ t≤ T
{e

- Kt
‖f‖}( K

> 0 ) 为 向 量 f 的 K 范 数; ‖A‖ =

max
1≤ i≤ n

{∑
m

j= 1
ûaijû}为矩阵 A= ( aij ) m×n的范数。

定理 1　考虑系统式( 1) : yd( t)是给定的在

区间[ 0, T]上习微的理想信号; B( t ) , C( t )在[ 0,

T ]连续; f (x, t)在 E 上对x 关于 t一致满足 Lip-

schitz 条件, 即存在常数 A, 使得对所有的( x1 ,

t) , (x2, t )∈ E×[ 0, T ]

‖f (x1, t) - f (x2, t )‖≤ A‖x1 - x2‖ ( 4)

如果式( 3)中的学习增益阵 L( t )满足: ¹ 矩阵 I+

B( 0)L( 0) C( 0)可逆, B( t )L ( t )在[ 0, T ]上可微;

º I+ C( t) B( t )L( t)在[ 0, T ]上可逆, 且‖( I+ C

( t )B( t) L( t ) )
- 1‖< 1, 则任取迭代初始状态 x1

( 0)∈E 及 u1( t )∈U, 当系统式( 1)按照式( 2)和

式 ( 3)学习时,输出 yk( t )在[ 0, T ]严格跟踪理想

信号yd( t ) , 即lim
k→∞

yk( t) = yd( t) ( t∈[ 0, T ] )。

证　明　将迭代学习律式( 2)应用于式( 1)得

xk+ 1( t ) = xk+ 1( 0) +∫
t

0
[ f (xk+ 1( s) , s) + 　　

B( s) (uk( s) + L( s) eak+ 1( s) ) ] ds ( 5)

由迭代律式( 3)得( I+ B( 0) L( 0) C( 0) )xk+ 1( 0) =

xk( 0) + B( 0)L( 0)yd( 0) ,进一步有

xk+ 1( 0) = xk( 0) + B( 0)L( 0) ( yd( 0) -

yk+ 1( 0) ) = xk( 0) + B( 0)L( 0) ek+ 1( 0) ( 6)

结合式( 5) , 式( 6)得

xk+ 1( t) =

xk( 0) + B( 0)L( 0) ek+ 1( 0) +∫
t

0
f ( xk+ 1( s) , s) ds +

∫
t

0
B( s) uk( s) ds +∫

t

0
B( s)L( s) dek+ 1( s) =

xk( 0) +∫
t

0
[ f (xk( s) , s) + B( s)uk( s) ] ds +

B( 0)L( 0) ek+ 1( 0) +∫
t

0
[ f (xk+ 1( s) , s) -

f (xk( s) , s) ] ds + B( s)L( s) ek+ 1( s) ût0 -

∫
t

0

d(B( s)L( s) )
ds

ek+ 1( s) ds =

xk( t) +∫
t

0
[ f (xk+ 1( s) , s) - f (xk( s) , s) ] ds +

B( t)L( t ) ek+ 1( t ) -∫
t

0

d(B( s)L( s) )
ds

ek+ 1( s) ds

所以

xk+ 1( t) - xk( t) =

∫
t

0
[ f (xk+ 1( s) , s) - f (xk( s) , s) ] ds +

B( t)L( t ) ek+ 1( t ) -∫
t

0

d(B( s)L( s) )
ds ek+ 1( s) ds

( 7)

由式( 7)及式( 4)得

‖xk+ 1( t) - xk( t )‖K≤ C‖ek+ 1( t )‖K+

A∫
t

0
e- K( t- s)‖xk+ 1( t) - xk( t )‖Kds, ( 8)

其中 C= a+
1
K
b, a= max

t∈[ 0, T]
{‖B( t )L ( t )‖}, b=

( 1- e
- KT ) sup

t∈[ 0, T]

d(B( t) L( t ) )
dt

。由 B( t ) L( t )

在[ 0, T ]上的可微性知, C是一常数。对式( 8)应

用 Bellman-Gronwall引理即得

‖xk+ 1( t ) - xk( t )‖K≤

Cexp A
K

( 1 - e- KT ) ‖ek+ 1( t)‖K ( 9)

借助式( 7)可得

ek+ 1( t ) = ek( t ) - C( t)B( t)L( t) ek+ 1( t ) -

C( t )∫
t

0
[ f (xk+ 1( s) , s) - f (xk( s) , s) ] ds +

C( t)∫
t

0

d(B( s)L( s) )
ds

ek+ 1( s) ds

所以

( I + C( t)B( t )L( t ) ) ek+ 1( t) =

ek( t) - C( t)∫
t

0
( f (xk+ 1( s) , s) - f (xk( s) , s) ) ds +

C( t )∫
t

0

d(B( s)L( s) )
ds

ek+ 1( s) ds ( 10)

由式( 9) , 式( 10)及 I+ C( t )B( t )L( t )在[ 0, T ]上

的可逆性得

‖ek+ 1( t )‖K≤ Q‖ek( t )‖K ( 11)

其中:Q= g/ h

g= max
t∈[ 0, T ]

{‖( I+ C( t )B( t)L( t) )
- 1
‖}

h= 1- 1
K max

t∈[ 0, T ]
{‖( I+ C( t ) B( t ) L ( t ) )

- 1‖}×
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db+ ACexp
A
K

( 1- e- KT ) ; d = max
t∈[ 0, T ]

{‖C( t )

‖}。由题设条件及 I+ C( t )B( t)L( t )的连续性即

得 max
t∈[ 0, T]

{‖( I+ C( t) B( t )L( t) )
- 1
‖}< 1。从而,

可选取充分大的 K使得 Q< 1。由式( 11)有lim
k→∞
‖ek

( t )‖K= 0, ( t∈ [ 0, T ] )。结合 K范数的定义即

知, 当 k→∞时, yk( t)在[ 0, T ]上收敛于 yd( t )。

注　上述结论稍加修正, 即可推广到输出方

程是完全非线性的情形。

3　应用实例

考虑单关节机器人系统, 其动态系统模型

为[ 2]

J mqb( t ) + Sgsin(q( t ) ) = f ( t ) ( 12)

其中: f ( t)是作用于节点的力矩; g 是重力加速

度; q( t )是力臂旋转角度(弧度)。

令 q= x1, qa= x 2, u( t ) = f ( t) , 则系统式( 12)

可描述为

xa1

xa2
=

x 2

- J - 1
m Sg sinx 1

+
0

J - 1
m

u ( 13)

假设 y= ( 2+ sint )x2 / 5为系统输出。按文献[ 2]

选取参数 J m= 14 kgm
2, S= 6 kgm, g = 9. 8m/ s

2 ,

T= 2, 取增益 L= 14。易验证定理 1 条件满足。

仿真实验结果表明本文的方法是非常有效的。
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