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摘　要　证明 Sage-Husa的自适应卡尔曼滤波算法不能同时估计 Q和 R, 并分析了该法导致滤

波发散的原因。介绍了一种新的自适应卡尔曼滤波算法, 该法当 R(或 Q)已知时可以准确地估

计出 Q(或R)。该法的独特之处在于当对 Q(或R)进行修正估计时, 只采用矩阵的乘运算和求逆

运算, 而不进行加减法运算,因此消除了滤波发散现象。数字仿真表明效果良好。
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Abstract　T his paper pr oves t hat Sage-Husa′s adaptive Kalman filtering algo rithm canno t esti-

mate Q and R simultaneously , and ana ly ses the r eason w hy Sage-Husa′s algo rithm may lead to

filter ing div erg ence. A new a lg or ithm of adaptive Kalman filt er is int roduced w hich can estimat e

Q ( or R) accur ately w hen R ( o r Q) is known. The most par ticular feat ur e o f this a lg or ithm is

that only matrix multiplication and inversion are per formed w hile no summ ation o r r eduction is

carr ied out in t he phase o f updating and improving the estim ation of Q( o r R) , hence r esulting in

no filter ing div erg ence . Dig it al simulation shows that it is r emarkable.

Key words　adaptiv e filtering , inertial nav ig ation, integ rat ed navigat ion

　　当数学模型不准确时, 人们采用自适应滤波来代替常规卡尔曼滤波以防止滤波精度下

降。迄今人们已提出了多种自适应滤波方案, 其中Sage和Husa 提出的极大后验估计器
[ 1]
具

有原理简单、实时性好的特点,因此在许多领域包括惯性技术领域中得到广泛的推广应

用
[ 2, 3]
。

然而, Sag e-Husa 的自适应算法也有一些缺陷和局限性, 如果使用不当,有可能导致不

理想的结果。本文的主要工作就是分析Sage-Husa算法的缺陷和局限性,并介绍一种新的自

适应滤波算法。

1　Sage-Husa算法分析

考虑线性离散系统

X k+ 1 = kX k + Wk ; 　Zk = H kXk + Vk ( 1)

其中:Wk 和 Vk 是相互独立的白噪声,且: E[Wk] = q; E [ Vk ] = r。

Sage-Husa自适应滤波的流程如下
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Pk+ 1/ k = kPk/ k
T
k + Qk ; Xk+ 1/ k = kX k/ k + qk

rk+ 1 = ( 1 - dk ) rk + dk ( Zk+ 1 - Hk+ 1Xk+ 1/ k)

k+ 1 = Zk+ 1 - Hk+ 1X k+ 1/ k - rk+ 1

Rk+ 1 = ( 1 - dk) Rk + dk ( k+ 1
T
k+ 1 - H k+ 1Pk+ 1/ kH

T
k+ 1) ( 2)

Kk+ 1 = Pk+ 1/ kH
T
k+ 1 (Hk+ 1Pk+ 1/ kH

T
k+ 1 + Rk+ 1)

- 1

Pk+ 1/ k+ 1 = ( I - Kk+ 1H k+ 1) Pk+ 1/ k

Xk+ 1/ k+ 1 = X k+ 1/ k + Kk+ 1 k+ 1

qk+ 1 = ( 1 - dk ) qk + dk( X k+ 1/ k+ 1 - kXk/ k )

Qk+ 1 = ( 1 - dk)Qk + dk ( Kk+ 1 k+ 1
T
k+ 1K

T
k+ 1 + Pk+ 1/ k+ 1 - kPk/ k

T
k )

其中: dk = ( 1 - b) / ( 1 - b
k
) , 0 < b < 1。

表面上看起来,当系统噪声方差阵 Q和测量噪声方差阵 R未知时, 按照上述流程可以

把 Q和 R同时估计出来,而且相当多的作者在工作中也确实是这么做的。然而事实上 Sage-

Husa 法不能在 Q和 R均未知时把它们估计出来。下面举一个极其简单的例子来说明之。

设有如下离散系统

X k+ 1 = W k ;　Zk = X k + V k ( 3)

　　显然, = 0, H = 1。W k, V k 为零均白噪, 它们的真实方差值为 Q和 R。依照流程式

( 2)并利用 E[ k+ 1
T
k+ 1] = Q + R 来代替 k+ 1

T
k+ 1 , 通过推导可以得到

P k+ 1/ k = Qk;

Rk+ 1 = Rk + dk ( Q - Q k + R - Rk)

K k+ 1 =
Qk

Q k + Rk + dk( Q - Qk + R - Rk )

P k+ 1/ k+ 1 = Qk -
Q

2
k

Q k + Rk + dk ( Q - Qk + R - R k)

Q k+ 1 = Qk + dk
Q

2
k ( 1 - dk) ( Q - Qk + R - Rk )

[ Qk + Rk + dk ( Q - Qk + R - R k) ] 2

( 4)

用 Q同时减去式( 4)中第 5式的两端并用 R 同时减去式( 4)中第 2式的两端,化简后得到

Q - Qk+ 1 = ( 1 -  k ) ( Q - Q k) -  k( R - R k)

R - Rk+ 1 = - dk( Q - Q k) + ( 1 - dk ) ( R - Rk )
( 5)

因此,关于 {Q - Q k} 与{R - R k} 的离散系统的特征多项式为

Z - ( 1 -  k )  k
dk Z - ( 1 - dk )

= ( z - 1) ( z - 1 +  k + dk ) ( 6)

其中:  k =
dk( 1 - dk ) Q2

k

[ Qk + Rk + dk ( Q - Qk + R - R k) ]
2 ( 7)

　　在式( 6)中有一个特征根为 1, 这表明由式( 4)迭代递推出的 {Q k} 和{Rk} 序列将分别与

Q和 R 有一个常值误差,即不可能估计出真实的 Q和 R。仿真递推也证明了这一点。

取 Q = 5, R = 2, Q 0 = 10, R0 = 6, b = 0. 9 ,在 M atlab 环境下对式( 4)反复迭代 200

次,得到 Q∞ = 6. 8198, R∞ = 0. 1802。但理论推导和仿真递推都表明当Q (或 R)已知时,式

( 4)反复迭代可以估计出 R(或 Q )。

Sage-Husa算法除了上述局限性外,还存在着滤波发散现象。文献[ 4]指出在系统阶次
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较高时容易出现滤波发散, 并发现滤波发散时总伴随着 Qk 和 Rk 失去半正定性和正定性。

从式( 2)的第 5, 10两式来看, Qk 和 Rk 失去半正定性与正定性的唯一原因就在于该两

式中存在着减号。本文介绍的自适应滤波新算法
[ 5]
中只有乘除法、没有加减法,因此保证了

Qk 和 Rk 的半正定性和正定性,并能在 Q(或 R) 已知的条件下准确地估计出 R(或 Q)。

2　自适应滤波新算法

考虑如下线性离散系统

Xk+ 1 = kXk + !kWk;　Zk = HkX k + Vk ( 8)

　　设系统噪声和测量噪声的方差阵分别为Q和R, 其中R已知、Q未知,因此在自适应滤波

中采用 Qk来代替并逼近 Q。在这种条件下, 滤波增益阵的递推过程和滤波时的真实方差阵

传递过程分别如式( 9)和式( 10)所示

Pk+ 1/ k = kPk/ k
T
k + !kQk!T

k

Dk+ 1 = H k+ 1Pk+ 1/ kH
T
k+ 1 + R　　

Kk+ 1 = Pk+ 1/ kH
T
k+ 1 (Hk+ 1Pk+ 1/ kH

T
k+ 1 + R) - 1

Pk+ 1/ k+ 1 = ( I - Kk+ 1H k+ 1) Pk+ 1/ k

( 9)

Pk+ 1/k = kPk/ k
T
k + !kQ!T

k ;　Xk+ 1/ k = kX k/ k

k+ 1 = Zk+ 1 - H k+ 1Xk+ 1/ k ;　X k+ 1/k+ 1 = X k+ 1/ k + Kk+ 1 k+ 1

Dk+ 1 = E[ k+ 1
T
k+ 1] = H k+ 1Pk+ 1/ kH

T
k+ 1 + R

Pk+ 1/k+ 1 = ( I - Kk+ 1Hk+ 1) Pk+ 1/ k( I - Kk+ 1H k+ 1) T + K k+ 1RK
T
k+ 1

( 10)

　　下面,为方便起见,用 ,H , !来表示 k ,Hk+ 1, !k+ 1, 并设矩阵[ (H!)
T
H!] 可逆。分别构

造 2个新矩阵如下

G = [ (H!) T
H!] - 1(H!) T

Dk+ 1 (H!) [ (H!) T
H!] - 1 ( 11)

G = [ (H!) T
H!]

- 1
(H!)

T
Dk+ 1 (H!) [ (H!) T

H!] - 1
( 12)

将式( 9)、式( 10)中的相应等式代入并整理得

G = [ (H!) T
H!] - 1(H!) T (H Pk/ k

T
H

T + R) (H!) [ (H!) T
H!] - 1 + Q ( 13)

G = [ (H!) T
H!] - 1

(H!) T
(H Pk/ k

T
H

T
+ R) (H!) [ (H!) T

H!]
- 1

+ Qk ( 14)

即 G∶G≈ Q∶Qk ( 15)

令: G = UU
T
; 　G = UkU

T
k ;　Qk+ 1 = UU

- 1
k QkU

- T
k U

T
( 16)

则由式( 15)知 Qk+ 1比 Qk 更逼近 Q。任意选取正定矩阵 Q和 R, 对式( 9)～式( 12)、式( 16)进

行反复迭代递推, 最终都可使 Qk 无穷逼近 Q。

本算法还有几种变型, 分别用于对Q和 R进行自适应估计
[ 5]
。

3　应用举例

以惯性/ GPS 组合导航系统为例,其卡尔曼滤波的状态方程为连续形式的惯性导航误

差方程,状态向量一般应包括惯导系统的三维姿态误差、三维位置误差、三维速度误差以及

6个惯性元件的误差等, 通常不少于 15维。

为了减少计算量以提高速度,本例将系统由 15阶降为 6阶,仅取东向速度误差 ∀V x、北

向速度误差 ∀V y、天向速度误差 ∀V z、纬度误差 ∀L、经度误差∀#以及高度误差 ∀h作为状态向
量,即: X = [ ∀V x　∀V y　∀V z　∀L　∀#　∀h] T ( 17)
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　　简化后的系统误差方程为

∀V x = x ;　∀V y = y ;　∀V z = z

∀L = ∀V y/ r;　∀#= ∀V x / ( r co sL ) ; 　∀h= ∀V z

( 18)

其中: x, y , z 为加速度计误差; L 为地理纬度; r 为地球半径。

观测方程由惯导输出的纬度、经度、高度分别减去 GPS输出的纬度、经度、高度而得到。

系统降阶造成的不确定性模型误差与加速度计误差共同构成未知的系统噪声,而测量

噪声即为 GPS 的误差, 其统计特性可以通过实验测知, 即 R已知, Q未知,因而可以采用上

一章介绍的自适应滤波新算法来估计惯导的位置误差和速度误差。

本例设飞机以 200m / s的速度沿赤道自西向东水平匀速飞行, GPS 水平误差的均方根

为 50m ,垂直误差均方根为100m。每15个滤波周期更新一次 Qk, 其中前5个周期用于使滤

波器稳定、后 10个周期对 k 进行采样以估计Dk+ 1矩阵。自适应滤波和Q= 10- 8× I 3时的常

规卡尔曼滤波结果对比如图 1所示,而 Sage-Husa算法的速度误差估计结果很差,因而图中

未画出。

图 1　自适应滤波与卡尔曼滤波结果

( a)经度误差 ∀#; ( b)北向速度误差 ∀V y
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