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时标上一类三阶非线性动力方程的振动准则
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摘要：利用Ｒｉｃｃａｔｉ代换给出了时标上一类三阶非线性动力方程的振动准则，并推广了一些已知的三阶动力方程振动性的
结果。
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１　引言

最近有关时标的研究受到了广泛的关注，比如文献［１－５］都在致力于研究这一课题。但关于时标上三

阶动力方程的研究比较少，文献［１］讨论了三阶的非线性动力方程（１．１）的振动性。本文利用 Ｒｉｃｃａｔｉ代换

给出方程（１．１）的一个新的振动准则，从而更加完善了［１］中的结果。

｛ａ（ｔ）（｜［ｒ（ｔ）（ｙ（ｔ）＋ｐ（ｔ）ｙ（ｔ－τ））Δ］Δ｜α－１［ｒ（ｔ）（ｙ（ｔ）＋ｐ（ｔ）ｙ（ｔ－τ））Δ］Δ）γ｝Δ＋

ｑ（ｔ）ｆ（ｔ，ｙ（ｔ－δ））＝０ （１．１）

其中 ｔ∈ Ｔ０ ＝［ｔｘ，∞）∩ Ｔ，Ｔ为任意时标，且 ｓｕｐＴ＝∞。设 γ，α是正整数，τ和 δ是正常数，且

τ（ｔ）＝ｔ－τ＜ｔ及δ（ｔ）＝ｔ－δ＜ｔ，τ（ｔ）：Ｔ→Ｔ及δ（ｔ）：Ｔ→Ｔ，ｔ∈Ｔ，ｆ：Ｔ×Ｒ→Ｒ满足ｕｆ（ｔ，ｕ）＞０，ｕ≠０。

ｍ（ｔ）是时标Ｔ上正的且连续的函数，并｜ｆ（ｔ，ｕ）｜≥ｍ（ｔ）｜ｕ｜β，其中β＞０。且令

ｘ（ｔ）＝ｙ（ｔ）＋ｐ（ｔ）ｙ（ｔ－τ），Ｒ（ｔ）＝ａ（ｔ）（［ｒ（ｔ）（ｘ（ｔ））Δ］Δ）αγ，φ（ｔ，ｔ１）＝
∫
ｔ

ｔ１

１
ａ（ｓ( )）

１
αγ
Δｓ

ｒ（ｔ） ，
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ψ（ｔ，ｔ１）＝∫
ｔ

ｔ１

∫
ｕ

ｔ１

１
ａ（ｓ( )）

１
αγ
Δｓ

ｒ（ｕ） ΔｕＱ（ｔ）＝ｍ（ｔ）ｑ（ｔ）（１－ｐ（ｔ－δ））β，ρ（ｔ）＝
ｅ１，β＜αγ

１，β＝{ αγ
　。

设以下条件在本文中成立：

ａ（ｔ），ｒ（ｔ），ｐ（ｔ），ｑ（ｔ）∈Ｃｒｄ（Ｔ，Ｒ
＋），ｐ（ｔ）＜１； （Ｈ１）

∫
∞

ｔ０

１
ａ（ｔ( )）

１
αγ
Δｔ→∞，∫

∞

ｔ０

１
ｒ（ｔ( )）Δｔ→∞，∫

∞

ｔ

１
ｒ（ｖ）∫

∞

ｖ

１
ａ（ｕ( )）

１
αγ
（∫
∞

ｕ
ｍ（ｓ）ｑ（ｓ）Δｓ）

１
αγΔｕΔｖ→∞。 （Ｈ２）

２　主要结果

引理２．１［２］　设（１．１）在［ｔ０，∞）Ｔ上有正解ｙ（ｔ），则存在充分大的Ｔ∈［ｔ０，∞）Ｔ，使得：

ｘ（ｔ）＞０，｛ａ（ｔ）（｜［ｒ（ｔ）（ｘ（ｔ））Δ］Δ｜α－１［ｒ（ｔ）（ｘ（ｔ））Δ］Δ）γ｝Δ ＜０，［ｒ（ｔ）（ｘ（ｔ））Δ］Δ ＞０，
ｘΔ（ｔ）＞０，ｔ∈［Ｔ，∞）或ｘΔ（ｔ）＜０，ｔ∈［Ｔ，∞）。

引理２．２［２］　设（１．１）在［ｔ０，∞）Ｔ上有正解ｙ（ｔ）且在［ｔ１，∞）上有ｘΔ（ｔ）＜０，则有ｌｉｍｔ→∞ｙ（ｔ）＝０。

引理２．３［２］　设（１．１）在［ｔ０，∞）Ｔ上有正解ｙ（ｔ）且在［ｔ１，∞）上有ｘΔ（ｔ）＞０，则

ｘΔ（ｔ）≥（Ｒ（ｔ））
１
αγφ（ｔ，ｔ１），ｘ（ｔ）≥（Ｒ（ｔ））

１
αγψ（ｔ，ｔ１）。

定理２．１　ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ｔ

ｔ１
｛Ｑ（ｓ）Φ（ｓ）－Ｍ（ｓ）｝Δｓ→∞，其中

Ｍ（ｔ）＝（λ－１）
λ１＋

１
β

｛ΦΔ（ｔ）｝１＋
１
β［２１－β（μ（ｔ－δ））β－１Φ（ｔ）］－

１
β

φ（ｔ－δ，ｔ１）ρ（ｔ）（ψσ（ｔ－δ，ｔ１））β
－１ ，αγ≥β，β≥１，则（１．１）的解振动或渐进趋于零。

证明　设（１．１）没有振动解，不妨令ｙ（ｔ）是（１．１）的一个最终正解，则由引理２．１，

（ｉ）ｘΔ（ｔ）＜０，ｔ≥ｔ１，由引理２．２知（１．１）的每一个解渐近趋近于零；

（ｉｉ）ｘΔ（ｔ）＞０，ｔ≥ｔ１，令ｗ（ｔ）＝
Φ（ｔ）Ｒ（ｔ）
ｘβ（ｔ－σ）

，且由ｙ（ｔ）≥（１－ｐ（ｔ））ｘ（ｔ）有

ｗΔ（ｔ）≤－Ｑ（ｔ）Φ（ｔ）＋ｗ
σ（ｔ）ΦΔ（ｔ）
Φσ（ｔ）

－Ｒ
σ（ｔ）Φ（ｔ）（ｘβ（ｔ－δ））Δ

（ｘβ（ｔ－δ））σｘβ（ｔ－δ）
；

由ｘβ－ｙβ≥２１－β（ｘ－ｙ）β，β≥１，有（ｘβ（ｔ－δ））Δ≥２１－β（μ（ｔ－δ））β－１（ｘΔ（ｔ－δ））β。

再由引理２．１，引理２．２以及引理２．３有 ｘ
Δ（ｔ－δ）
ｘσ（ｔ－δ）

≥
φ（ｔ－δ，ｔ１）ｗσ（ｔ）（Ｒσ（ｔ））

β－αγ
αγψσ（ｔ－δ，ｔ１）

Φσ（ｔ）
，

则有

ｗΔ（ｔ）≤ －Ｑ（ｔ）Φ（ｔ）＋ｗ
σ（ｔ）ΦΔ（ｔ）
Φσ（ｔ）

－

２１－β（μ（ｔ－δ））β－１（ｗσ（ｔ））１＋βΦ（ｔ）
（Φσ（ｔ））β＋１

×（φ（ｔ－δ，ｔ１）ρ（ｔ）（ψσ（ｔ－δ，ｔ１））β
－１）β。

令１＋β＝λ，Ａ＝［２１－β（μ（ｔ－δ））β－１Φ（ｔ）（φ（ｔ－δ，ｔ１）ρ（ｔ）（ψσ（ｔ－δ，ｔ１））β
－１）β］

１
λ
ｗσ（ｔ）
Φσ（ｔ）

，

Ｂ＝ ΦΔ（ｔ）
λΦσ（ｔ）

２１－β（μ（ｔ－δ））β－１Φ（ｔ）（φ（ｔ－δ，ｔ１）ρ（ｔ）（ψσ（ｔ－δ，ｔ１））β
－１）β

（Φσ（ｔ））[ ]λ

１
－{ }λ

１
λ－１

，

利用不等式Ａλ－λＡＢλ－１＋（λ－１）Ｂλ≥０，λ＞１，有

　ｗ
σ（ｔ）ΦΔ（ｔ）
Φσ（ｔ）

－２
１－β（μ（ｔ－δ））β－１（ｗσ（ｔ））１＋βΦ（ｔ）

（Φσ（ｔ））β＋１
（φ（ｔ－δ，ｔ１）ρ（ｔ）（ψσ（ｔ－δ，ｔ１））β

－１）β

≤（λ－１）
λ１＋

１
β

ΦΔ（ｔ）
Φσ（ｔ{ }）

１＋１β ２１－β（μ（ｔ－δ））β－１Φ（ｔ）（φ（ｔ－δ，ｔ１）ρ（ｔ）（ψσ（ｔ－δ，ｔ１））β
－１）β

（Φσ（ｔ））[ ]λ

－１β
，

８１
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则ｗΔ（ｔ）≤－Ｑ（ｔ）Φ（ｔ）＋（λ－１）
λ１＋

１
β

｛ΦΔ（ｔ）｝１＋
１
β［２１－β（μ（ｔ－δ））β－１Φ（ｔ）］－

１
β

φ（ｔ－δ，ｔ１）ρ（ｔ）（ψσ（ｔ－δ，ｔ１））β
－１ ＝－Ｑ（ｔ）Φ（ｔ）＋Ｍ（ｔ）。将上式

从ｔ１到ｔ积分，ｗ（ｔ）≤ｗ（ｔ１）－∫
ｔ

ｔ１
［Ｑ（ｓ）Φ（ｓ）－Ｍ（ｓ）］Δｓ，此与假设矛盾，定理得证。
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