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【其他研究】

一类 ｎ种群捕食竞争系统概周期解的全局稳定性
李晓艳

（兰州城市学院 数学学院，兰州　７３００７０）

摘要：考虑一类非同步扩散的ｎ种群捕食竞争系统，通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数及微分不等式，得到该系统正概周期解
的存在唯一性与全局稳定性的充分条件，该条件一定程度上蕴含了周期系统的结论。
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　　用数学模型的方法来研究种群生态学问题是常见的方法，由于具有扩散的种群模型周期解问题的结论较多，而概周期现

象是一类比周期现象更普遍的现象，因此研究概周期解问题的重要性不言而喻。

讨论一般的ｎ种群捕食竞争系统扩散生态模型，其中ｎ－ｍ类相互竞争的种群以另外 ｍ类相互竞争的种群为食，且食饵

种群可以在其ｍ个斑块之间扩散，而ｎ－ｍ个捕食种群只限定在ｍ个斑块中的某一个内不能扩散；还考虑到捕食者的功能反

应。许多文献考虑到同步扩散［１－３］，基于上述情况，下面考虑斑块间扩散不同步的情况，在文献［４］的基础上，得到系统正概

周期解的存在唯一性与全局稳定性的充分条件。

１　模型建立

非自治捕食竞争系统：

ｘｉ＝ｘｉ［ｂｉ（ｔ）－∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｘｊ］＋∑

ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
［ｂｉｊ（ｔ）ｘｊ－ｃｉｊ（ｔ）ｘｉ］，ｉ＝１，２，…，ｍ

ｘｉ＝ｘｉ［ｂｉ（ｔ）－∑
ｎ

ｊ＝ｍ＋１
ａｉｊ（ｔ）ｘｊ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｋｊ（ｔ）ｘｊ］，ｉ＝ｍ＋１，ｍ＋２，…，

{
ｎ

（１）

式中：ｘｉ（ｉ＝１，２，…ｍ）为食饵密度，ｘｉ（ｉ＝ｍ＋１，ｍ＋２，…ｎ）为捕食者密度；ｂｉｊ为食饵种

群从斑块ｊ到斑块ｉ的迁入系数；ｃｉｊ为食饵种群从斑块ｉ到斑块ｊ的迁出系数，系统中各系数均为连续的一致概周期函数；

ｋｊ（ｔ）（ｊ＝１，２，…，ｍ）为转化系数。

定义：ｆＭ＝ｓｕｐ
ｔ≥０
ｆ（ｔ），ｆＬ＝ｉｎｆ

ｔ≥０
ｆ（ｔ），这里ｆ（ｔ）是连续有界函数。

２　概周期解的存在唯一性与稳定性

引理１［５］　设Ｄ是Ｒ２＋的一个开集，函数Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）定义在Ｒ＋×Ｄ×Ｄ上满足：

１）ａ‖ｘ－ｙ‖≤Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）≤ｂ‖ｘ－ｙ‖，其中ａ（ｒ）和ｂ（ｒ）为连续、递增的正定函数；

２）‖Ｖ（ｔ，ｘ１，ｙ１）－Ｖ（ｔ，ｘ２，ｙ２）‖≤ｋ｛‖ｘ１－ｘ２‖＋‖ｙ１－ｙ２‖｝，ｋ＞０是一个常数；

３）Ｖ｜（１）≤－ＣＶ（ｔ，ｘ，ｙ），这里Ｃ＞０是一个常数；

４）若满足ｔ≥ｔ０＞０的解位于紧集Ｓ中，ＳＤ。

则系统 １）在Ｄ中有唯一概周期解Ｐ（ｔ）；若Ｐ（ｔ）位于紧集Ｓ中，则该概周期解是一致渐进稳定的。

利用引理１对系统（１）作如下变换：ｘｉ ＝ｌｎ（ｘｉ（ｔ）），ｉ＝１，２，…，ｎ。则系统（１）可化为



ｘｉ ＝ｂｉ（ｔ）－∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｅ

ｘｊ ＋∑
ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
［ｂｉｊ（ｔ）ｅ

ｘｊ－ｘｉ －ｃｉｊ（ｔ）］，ｉ＝１，２，…，ｍ

ｘｉ ＝ｂｉ（ｔ）－∑
ｎ

ｊ＝ｍ＋１
ａｉｊ（ｔ）ｅ

ｘｊ ＋∑
ｍ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｋｊ（ｔ）ｅ

ｘｊ，ｉ＝ｍ＋１，…，
{

ｎ

（２）

由文献［４］中定理２，可得：珔Ｓ＝｛（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）） ｌｎｍ３≤ｘｉ（ｔ）≤ｌｎＭ｝是系统（２）的最终有界正不变集。

引理２［４］　若系统（１）满足条件：

（Ｈ２）　ｂ
Ｌ
ｉ ＞∑

ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ａＭｉｊＭ ＋∑

ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ｃＭｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｍ；

（Ｈ３）　ｂ
Ｌ
ｉ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ａＬｉｊｋ

Ｌ
ｉｍ１ ＞ ∑

ｎ

ｊ＝ｍ＋１，ｊ≠ｉ
ａＭｉｊＭ２，ｉ＝ｍ＋１，…，ｎ。

其中：Ｍ＝ｍａｘ｛Ｍ１，Ｍ２｝；Ｍ ＝ｍａｘ｛Ｍ１，Ｍ２｝，则系统（１）中各种群永久持续生存。

定理１　系统（１）除了满足条件（Ｈ１）－（Ｈ３）
［４］，还满足条件

（Ｈ４）　ａ
Ｌ
ｉｉ＞∑

ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
（ａＭｉｊ＋

ｂＭｉｊ
ｍ
）＋∑

ｍ

ｊ＝１
ａＭｉｊｋ

Ｍ
ｊ

其中：当ｉ≤ｍ时，ｋｊ＝０；当ｉ＞ｍ或ｊ＞ｍ或ｉ＝ｊ时，ｂｉｊ＝０；ｍ ＝ｍｉｎ｛ｍ１，ｍ２｝；ｍ３＝ｍｉｎ｛ｍ１，ｍ２｝，则系统（１）在Ｓ中有唯一全

局渐进稳定的正概周期解。

证明：由文献［４］中的定理３知

０＜ｍ１ ＜ｍ１ ＝ｍｉｎ１≤ｉ≤ｍ
｛

ｂＬｉ－∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ａＭｉｊ（ｔ）Ｍ －∑

ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ｃＭｉｊ

ａＭｉｉ
｝

０＜ｍ２ ＜ｍ２ ＝ ｍｉｎ
ｉ＝ｍ＋１，…，ｎ

｛

ｂＬｉ＋∑
ｍ

ｊ＝１
ａＬｉｊｋ

Ｌ
ｊｍ１ － ∑

ｎ

ｊ＝ｍ＋１，ｊ≠ｉ
ａＭｉｊＭ２

ａＭｉｉ
｝

　　系统（１）的伴随系统：

ｘｉ＝ｘｉ［ｂｉ（ｔ）－∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｘｊ］＋∑

ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
［ｂｉｊ（ｔ）ｘｊ－ｃｉｊ（ｔ）ｘｉ］，ｉ＝１，２，…，ｍ

ｘｉ＝ｘｉ［ｂｉ（ｔ）－∑
ｎ

ｊ＝ｍ＋１
ａｉｊ（ｔ）ｘｊ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｋｊ（ｔ）ｘｊ］，ｉ＝ｍ＋１，…，ｎ

ｙｉ＝ｙｉ［ｂｉ（ｔ）－∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｙｊ］＋∑

ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
［ｂｉｊ（ｔ）ｘｊ－ｃｉｊ（ｔ）ｙｉ］，ｉ＝１，２，…，ｍ

ｙｉ＝ｙｉ［ｂｉ（ｔ）－∑
ｎ

ｊ＝ｍ＋１
ａｉｊ（ｔ）ｙｊ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｋｊ（ｔ）ｙｊ］，ｉ＝ｍ＋１，…，















ｎ

（３）

　　对系统（３）的解（Ｘ（ｔ），Ｙ（ｔ））∈Ｓ×Ｓ，其中 Ｘ（ｔ）＝（ｘ１（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）），Ｙ（ｔ）＝（ｙ１（ｔ），…，ｙｎ（ｔ）），令 ｘｉ（ｔ）＝ｌｎｘｉ（ｔ），

ｙｉ（ｔ）＝ｌｎｙｉ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｎ。证明系统（１）的概周期解的存在性等价于证明系统（２）的概周期解的存在性。

取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ －ｙｉ ，ａ（ｓ）＝ｂ（ｓ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ －ｙｉ ，则ａ（ｓ），ｂ（ｓ）是正定、连续递增函数；又

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ１ －ｙｉ１ －∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ２ －ｙｉ２ ≤∑

ｎ

ｉ＝１
（ ｘｉ１ －ｘｉ２ ＋ ｙｉ１ －ｙｉ２ ）

所以，Ｖ（ｔ）满足引理１的条件 １）和 ２），下证Ｖ（ｔ）满足引理１的条件 ３）和 ４）。

由微分中值定理得 ｘｉ（ｔ）－ｙｉ（ｔ） ＝ ｅ
ｘｉ（ｔ）－ｅｙｉ（ｔ） ＝ｅξｉ（ｔ） ｘｉ（ｔ）－ｙｉ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｎ，其中ｌｎｍ３≤ξｉ（ｔ）≤ｌｎＭ。所以

ｍ３ ｘｉ（ｔ）－ｙｉ（ｔ）≤ ｘｉ（ｔ）－ｙｉ（ｔ）≤Ｍ ｘｉ（ｔ）－ｙｉ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｎ

　　由式（３）的解，求

Ｄ＋Ｖ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
（
ｘｉ
ｘｉ
－
ｙｉ
ｙｉ
）ｓｇｎ（ｘｉ－ｙｉ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ｓｇｎ（ｘｉ－ｙｉ） －∑

ｎ

ｊ＝１，ｉ≤ｍ
ａｉｊ（ｔ）（ｘｊ－ｙｊ）＋∑

ｍ

ｊ＝１，ｉ≤ｍ
ｊ≠ｉ

ｂｉｊ
ｙｉｘｊ－ｙｊｘｉ
ｙｉｘ

[ ]
ｉ

＋

∑
ｎ

ｉ＝ｍ＋１
ｓｇｎ（ｘｉ－ｙｉ）［－ ∑

ｎ

ｊ＝ｍ＋１
ｍ＋１≤ｉ≤ｎ

ａｉｊ（ｔ）（ｘｊ－ｙｊ）＋ ∑
ｍ

ｊ＝１
ｍ＋１≤ｉ≤ｎ

ａｉｊ（ｔ）ｋｊ（ｔ）（ｘｊ－ｙｊ）］≤
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∑
ｍ

ｉ＝１
［－ａｉｉ（ｔ） ｘｉ－ｙｉ ＋∑

ｎ

ｊ＝１，ｉ≤ｍ
（ａＭｉｊ＋

ｂＭｉｊ
ｍ
） ｘｊ－ｙｊ］＋∑

ｎ

ｉ＝ｍ＋１
［－ａｉｉ（ｔ） ｘｉ－ｙｉ ＋

∑
ｎ

ｊ＝ｍ＋１
ｍ＋１≤ｉ≤ｎ

ａＭｉｊ ｘｊ－ｙｊ ＋∑
ｍ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｋｊ（ｔ） ｘｊ－ｙｊ］

当ｉ＞ｍ或ｊ＞ｍ或ｉ＝ｊ时，ｂｉｊ＝０。

Ｄ＋Ｖ（ｔ）≤∑
ｎ

ｉ＝１
［－ａｉｉ ｘｉ－ｙｉ ＋∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ ｘｉ－ｙｉ ＋∑

ｎ

ｊ＝１

ｂＭｉｊ
ｍ ｘｉ－ｙｉ ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ａｉｊｋｊ ｘｉ－ｙｉ］

当ｉ≤ｍ时，ｋｊａｉｊ＝０，即ｋｊ＝０。

Ｄ＋Ｖ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｄ＋ ｘｉ －ｙｉ ≤－∑

ｎ

ｉ＝１
［ａｉｉ－∑

ｎ

ｊ＝１
（ａＭｉｊ＋

ｂＭｉｊ
ｍ
）－∑

ｍ

ｊ＝１
ａｉｊｋｊ］ ｘｉ－ｙｉ≤

－ｍ３∑
ｎ

ｉ＝１
［ａＬｉｉ－∑

ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
（ａＭｉｊ＋

ｂＭｉｊ
ｍ
）－∑

ｍ

ｊ＝１
ａＭｉｊｋｊ］ ｘｉ －ｙｉ ≤－Ｑ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ －ｙｉ

　　由（Ｈ４），当ｍ１→ｍ１，ｍ２→ｍ２，ｍ３→ｍ时，得

Ｑ＝ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ
｛ｍ３［ａ

Ｌ
ｉｉ－∑

ｎ

ｊ＝１，ｉ≠ｊ
（ａＭｉｊ＋

ｂＭｉｊ
ｍ３
）－∑

ｍ

ｊ＝１
ａＭｉｊｋ

Ｍ
ｊ］｝＞０

故Ｖ（ｔ）满足引理１的条件 ３）。因此必存在唯一一致渐进稳定的概周期解ｇ（ｔ），同时定理的证明过程蕴涵了正概周期解的全

局渐进性，所以系统 １）在Ｓ中存在唯一全局渐进稳定的正概周期解。

推论１　若ｂｉｊ（ｔ）＝ｃｉｊ（ｔ）≠０，系统 １）可化为文献［５］中的模型：

ｘｉ＝ｘｉ（ｂｉ（ｔ）－∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｘｊ）＋∑

ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ｂｉｊ（ｔ）（ｘｊ－ｘｉ），ｉ＝１，２，…，ｍ

ｘｉ＝ｘｉ（ｂｉ（ｔ）－∑
ｎ

ｊ＝ｍ＋１
ａｉｊ（ｔ）ｘｊ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｘｊ），ｉ＝ｍ＋１，…，

{
ｎ

（４）

　　结论１　若系统 ４）满足条件（Ｈ２）－（Ｈ４），则系统中各种群永久持续生存且存在唯一全局渐进稳定的正概周期解，蕴涵

了文献［５］中周期系统的结论。

推论２　若ｂｉｊ（ｔ）＝ｃｉｊ（ｔ）＝０，系统（１）可化为ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ捕食－竞争模型：

ｘｉ＝ｘｉ［ｂｉ（ｔ）－∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｘｊ］，ｉ＝１，２，…，ｍ

ｘｉ＝ｘｉ［ｂｉ（ｔ）－∑
ｎ

ｊ＝ｍ＋１
ａｉｊ（ｔ）ｘｊ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｘｊ］，ｉ＝ｍ＋１，…，

{
ｎ

（５）

　　结论２　若系统（５）满足条件（Ｈ２）－（Ｈ４）（Ｈ２－Ｈ４中ｂｉｊ和ｃｉｊ都为零），则系统（５）中各种群永久持续生存且存在唯一全

局渐进稳定的正概周期解，蕴涵了文献［６］中周期系统的结论，同时文献［７］中的模型是ｂｉｊ（ｔ）＝ｃｉｊ（ｔ）＝０时的特殊情况。
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