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摘 　要 : 针对含涂层空心微球的复合泡沫塑料 ,利用三参数标准线性固体模型和黏 - 弹性对应原理得到了材

料由于温度改变而产生的残余热应力 ,研究了涂层厚度、体分比和时间等因素对残余热应力的影响。结果表

明 :随着时间的增加 ,由温度改变而引起的材料内部的残余热应力将逐渐减小 ,且涂层厚度和涂层空心微球体

分比的减小会使残余热应力增加。此外 ,沿半径方向热应力在微球内逐渐增加 ,在涂层和基体中则逐渐减小 ,

在涂层与空心微球的交界处达到最大值。
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Abstract : Based on the three parameters standard linear solid model and the correspondence principle , the re2
sidual thermal st ress of the syntactic plastic foams with coating micro2sphere caused by the change of tempera2
ture are determined. The effect s of coating thickness , volume f raction of coating micro2sphere and time etc. on

the residual thermal st ress of material are investigated at the same time. The result s show that the residual

thermal st ress in the material induced by the change of temperature decreases gradually with the increase of

time , and the decrease of coating thickness as well as the volume f raction of coating micro2sphere can make the

residual thermal st ress increase. Furthermore , the thermal st ress in the micro2sphere increases gradually along

the direction of the radial increase , but in the coating and matrix it decreases gradually. At the interface of

coating and micro2sphere , the thermal st ress get s the maximum.
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　　空心微球填充聚合物复合材料 (也称复合泡

沫塑料)是新型结构材料 ,这类材料在航空、航天

等领域有着广泛的应用前景[ 1 ,2 ] 。近年来 ,为了

改进填充微球与基体间的结合性质 ,复合材料的

增强相通常采用涂层技术来提高界面的质量 ,从

而改善复合材料的整体力学性能。但是 ,空心微

球填充复合材料在成型过程中 ,由于各组分的热

膨胀系数不同 ,所以当固化温度降至室温时 ,或者

在使用过程中发生温度变化时 ,不可避免地在其

内部产生残余的热应力。Walpole[ 3 ] 较早提出了

一种计算具有非常薄涂层粒子复合材料应力场的

方法 ,其中假设无限大基体中含有无涂层粒子的

应力为已知 ,在引进涂层后应力保持不变。Mi2
kata 和 Taya[ 4 ]取消了薄涂层的限制 ,使用Bouss2
inesq2Sadowsky 应力函数来描述无限大基体中含

有椭球形夹杂的残余应力场 ,且椭球是由两个共

焦点的回转椭球组成的。然而 ,他们的解中含有

大量的联立代数方程 ,需数值求解。而 Hatta 和

Taya[5 ]利用修正的 Walpole 方法和 Mori2Tanaka

的平均应力概念[6 ] ,给出了一种计算含有限浓度

涂层短纤维复合材料残余应力场的方法。Pan

等[7 ]则用球形粒子代替椭球形粒子 ,把问题简化

为经典的嵌套问题 ,给出了含有球形涂层粒子复

合材料残余应力场的解。此外 ,有限元法的使用

也使该领域的研究有了新进展[8～10 ] 。当复合材

料的基体为树脂或泡沫塑料时 ,复合材料基体在

高温下具有明显的时间相关性 ,从而基体的黏弹

性效应将会使材料因温度改变而产生的残余应力

不再是一个常数 ,而随时间变化 ,最后趋于某一个

稳定值。显然 ,前人建立在理想弹性体基础上的

计算只能近似地给出材料温度改变后残余应力的

初始分布而不能描述其最终的稳定状态。本文基

于这种考虑 ,针对含涂层空心微球的聚合物基复

合材料 (复合泡沫塑料) ,利用三参数标准线性固
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体模型和黏2弹性对应原理得到了材料由于温度

改变而产生的残余热应力 ,研究了涂层厚度、体分

比和时间等因素对残余热应力的影响。

1 　理论推导

首先 , 对含无涂层空心微球的树脂基复合材

料进行分析。利用复合材料自洽模型[11 ] ,假设无

涂层空心微球镶嵌在无限大基体内 ,如图 1 所示 ,

其中 :m 和 p 分别代表基体和空心玻璃球材料

相 , a , b分别表示空心玻璃球的内、外半径 , r 为

任意的半径 , I1 为基体与空心玻璃球间的界面。

由于基体和空心微球的热膨胀系数互不相同 ,则复

合材料在成型过程或使用过程中出现升温或降温

情况时 ,会在复合材料内部产生热应力。这里假设

在材料的温升 (温降) 过程中不考虑热 - 弹性耦合

效应 ,只考虑由热膨胀引起的弹性变形。设 t = t1

时刻温升 (温降) 过程结束 ,而后保持温度不变。

图 1 　无涂层空心球复合材料的自洽模型

　Fig11 　The self2consistent model of composite wit h hollow

micro2sphere

在恒温过程中 ,考虑材料的黏弹性变形。因此 ,在

复合材料各个组分相接触的界面处 ,由热膨胀导

致的失配量不变 ,此时 ,引进一个新的时间τ= t -

t1 ,对于τ≥0 ,可以写出

τ= 0 | b(αp - αm )ΔT | = 0

τ> 0 | b(αp - αm )ΔT | = const
(1)

其中 : b(αp - αm )ΔT 表示在 I 1 界面的热膨胀失配

量[7 ] ;α为热膨胀系数 ,下标 p 表示粒子 (空心微

球) ,下标 m 表示基体 ;ΔT 为温度改变量 ,设为常

数。这样 ,在复合材料界面保持连续且不脱黏的

情况下 , 将在 I1 面内产生均匀的残余热应力

σ( t) ,这里将τ改用 t 表示。由于残余热应力引起

的 I1 面的变形与热膨胀的失配量相等[7 ] ,所以由

式 (1)有

| b(αp - αm )ΔT | Δt = | Δ1p | +| Δ1m | (2)

其中 :Δ1p为残余热应力σ( t) 作用下空心微球在 I1

面产生的变形 ;Δ1m则为基体在 I1 面产生的变形 ;

Δ( t)为单位阶跃函数。对于受均匀内压和外压的

球壳 ,其位移和沿半径方向的应力分布可以分别

表示为[12 ]

ur =
( r3

oσo - r3
iσi ) r

3 K( r3
o - r3

i )
+

r3
o r3

i (σo - σi )

4 G( r3
o - r3

i ) r2 (3)
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σi r3
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o )

r3 ( r3
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r3 ( r3
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其中 : ri , ro 为球壳的内外半径 ;σi ,σo 为球壳的内

外压力。对于空心微球 ,内表面可以自由膨胀 ,故

没有残余热应力 ,因此有σi = 0 ,σo =σ( t) , ri = a ,

ro = b,对基体有 :σi =σ( t) ,σo = 0 , ri = b, ro = ∞,代

入式 (3) ,可以得到

Δ1p =
b4σ( t)

3 Kp ( b3 - a3 )
+

a3 bσ( t)
4 Gp ( b3 - a3 )

(5)

Δ1m =
1

4 Gm
bσ( t) (6)

　　不妨以降温过程为例 :将式 (5) 和式 (6) 代入

式 (2) ,并利用对应原理对其求解。由于只考虑基

体的黏弹性 ,所以只有热应力、基体的剪切模量和

体积模量是时间的函数 ,对式 (2)进行拉普拉斯变

换[13 ]可以得到

�σ(s) =
12η( b3 - a3 ) Kp Gp �Gm

sb[4b3 Gp �Gm + 3a3 Kp �Gm + 3 Kp Gp ( b3 - a3 ) ]

(7)

其中 :s 为进行拉普拉斯变换后的变量 ; �σ、�Gm 为σ

和 Gm 进行拉普拉斯变换后依赖于变量 s 的相应

量 ;η= b| (αp - αm )ΔT| 。假设基体的体积变形部

分满足弹性条件 ,畸变变形部分满足三参数标准

线性固体模型 ,因此有[13 ]

�Gm =
q0 + q1 s

2 (1 + p1 s)
, �Km = K (8)

其中 : p1 =
F1

E1 + E2
; q0 =

E1 E2

E1 + E2
; q1 =

E1 F1

E1 + E2
;而

E1 , E2 和 F1 可视为材料常数。将式 (8) 代入式

(7) ,并进行拉普拉斯反变换 ,可以得到热应力随

时间的变化 ,即

σ= B
q0

q0 + 2 A
(1 - e -αt ) +

q1

2 A p1 + q1
e -αt

(9)

其中 : B =
η( b3 - a3 ) Kp Gp

b(4b3 Gp + 3 a3 Kp )
, A = 3B b/η,

α= -
q0 + 2 A

2 A p1 + q1
。

下面对含有涂层空心微球的复合材料进行分

析。为更接近真实情况 ,对含涂层空心微球的复

合材料采用广义自洽模型。在选取基本单元体
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时 ,假设单元体内各组分材料的体分比与复合材

料中各相的体分比相同 ,则单元体模型如图 2 所

示。其中空心微球外表面有一层均匀涂层 ,涂层

图 2 　含有涂层空心球的广义自洽模型

　Fig12 　The generalized self2consistent model of composite

wit h coating hollow micro2sphere

外是基体 ,基体外是将整个材料均匀化后的等效

复合体。按照上面相同的方法可以对该模型进行

计算 ,只需要假设 I1 和 I2 面上分别有热应力
σ1 ( t) 和σ2 ( t) 作用 ,而在 I3 表面上没有热应力[7 ] ,

所以有

| b(αp - αC )ΔT | Δ( t) = | Δ1p | +| Δ1C |

(10)

| c(αC - αm )ΔT | Δ( t) = | Δ2C | +| Δ2m |

(11)

| d (αm - αe )ΔT | Δ( t) = | Δ3m | +| Δ3e |

(12)

其中 :Δ1p ,Δ1C ,Δ2C ,Δ2m ,Δ3m ,Δ3e 分别为由热应力

引起的在 I1 , I2 和 I3 界面上粒子 (下标 p) 、涂层
(下标 C) 、基体 (下标 m)和复合材料 (下标 e)的变

形 ,αp ,αC ,αm 和αe 分别为空心微球、涂层、基体和

复合材料的热膨胀系数。由于复合材料的热膨胀

系数由各组分相的模量和体分比决定[14 ] ,因此 ,

对于基体具有黏弹性的复合材料 ,αe 也应是时间

的函数。由式 (3)可以得到

Δ1p =
b4σ1 ( t)

3 Kp ( b3 - a3 )
+

a3 bσ1 ( t)

4 Gp ( b3 - a3 )

Δ3e = 0

Δ1C =
1

3 KC

c3σ2 ( t) - b3σ1 ( t)

c3 - b3 b +

　 1
4 GC

c3 b(σ2 ( t) - σ1 ( t) )

c3 - b3

Δ2C =
1

3 KC

c3σ2 ( t) - b3σ1 ( t)

c3 - b3 c +

　 1
4 GC

b3 c(σ2 ( t) - σ1 ( t) )

c3 - b3

Δ2m = -
c4σ2 ( t)

3 Km ( d3 - c3 )
-

d3 cσ2 ( t)

4 Gm ( d3 - c3 )

Δ3m = -
dc3σ2 ( t)

3 Km ( d3 - c3 )
-

dc3σ2 ( t)

4 Gm ( d3 - c3 )

(21)

　　在下面的求解中令 V ba = b3 - a3 ,V cb = c3 - b3 ,

V dc = d3 - c3 ,η1 = b| (αp -αC) |ΔT ,η2 = c| (αC -αm ) |

ΔT ,η3 = |αm - αe | 。在方程 (10) ～ (12) 中 , I1 和

I2 面上的热应力σ1 ,σ2 和复合材料的热膨胀系数

αe 是未知量 ,为时间的函数。由于αe 可以通过η3

来表述 ,因此为方便起见 ,这里用σ1 ,σ2 和η3 作为

未知量求解。方程的求解过程与不含涂层的求解

过程相似 ,解得

σ1 ( t) =
; 1

bχ1

q0 + 2B1

q0 + 2A1
(1 - e-αt ) +

q1 + 2B1 p1

2A1 p1 + q1
e-αt

(14)

σ2 ( t) =
ξ
cχ1

q0

q0 + 2A1
(1 - e-αt ) +

q1

2A1 p1 + q1
e-αt

(15)

η3 ( t) =
; e

χ1

q0 + 2B2

q0 + 2A1
(1 - e-αt ) +

q1 + 2B2 p1

2A1 p1 + q1
e-αt /

　ΔT (16)

式中 :α= -
q0 + 2 A

2 A p1 + q1
; A 1 =χ2 /χ1 ; B1 = ; 2 / ; 1 ;

B2 = 3 Km / 4

; 1 = 12V ba Kp Gp { [3 ( bc2η2 + b3η1 ) KC +

　4 ( c3η2 + bc2η1 ) GC ]V dc + 4c3 KC GCη1 V cb }

; 2 = 36V ba V cb d3η1 Kp Gp Km KC GC

ξ= 12 Km V dc [3 ( c3η2 + b2 cη1 ) KC +

　4 ( b3η2 + cb2η1 ) GC ]V ba Kp Gp +

　(3 a3 Kp + 4b3 Gp ) KC GCη2 V cb

; e = 4c2 d{ KC GCη2 V cb (3 a3 Kp + 4b3 Gp ) +

　Kp Gp V ba [η1 b2 c(4 GC + 3 KC) +

　η2 (3c3 KC + 4b3 GC ) ]}

χ1 = { [ (3 a3 Kp + 4b3 Gp ) (3b3 KC + 4c3 GC ) +

　12V ba V cb ] Km V dc + 4c3 [ (3 a3 Kp +

　4b3 Gp ) KC GCV cb + (3c3 KC +

　4b3 GC) Kp Gp V ba ]} Gm

χ2 = 3 d3 [ (3 a3 Kp + 4b3 Gp ) Km KC GCV cb +

　(3c3 KC + 4b3 GC) Km Kp Gp V ba ]

当 I1 和 I2 界面的热应力确定以后 ,可以得到沿

半径方向的热应力分布 ,由式 (4)可以得到

σ( t) =
σ1 ( t) b3 ( r3 - a3 )

r3 ( b3 - a3 )
　当 a ≤ r < b时

(17)
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σ( t) =
σ2 ( t) c3 ( r3 - b3 )

r3 ( c3 - b3 )
+

　
σ1 ( t) b3 ( c3 - r3 )

r3 ( c3 - b3 )
　当 b ≤ r < c 时 　(18)

σ( t) =
σ2 ( t) c3 ( d3 - r3 )

r3 ( d3 - c3 )
　当 c ≤ r < d 时 (19)

2 　计算结果与分析比较

参照文献 [ 8 ] ,取参数为 : Km = 3 160 MPa ,

Kp = 41 670 MPa , Gp = 28 690 MPa ;并假设 : |αp -

αC | = 2 ×10 - 6 , |αC - αm | = 21083 ×10 - 6 ,ΔT =

100 ℃,q0 = 250 MPa ,q1 = 211 ×104 MPa·s. p1 =

60 s ;然后 ,利用上面推导的残余应力公式 ,对含

涂层空心微球复合材料的残余热应力进行数值计

算和分析。因为基体是黏弹性材料 ,所以温度改

变引起的残余热应力应具有时间效应。这样 ,利

用式 (14)～ (16) ,取 t = 0 可以得到复合材料界面

热应力和热膨胀系数的初值

σ1 → ; 1

bχ1

q1 + 2B1 p1

2 A 1 p1 + q1

σ2 →ξ
cχ1

q1

2 A 1 p1 + q1

η3 → ; e

χ1

q1 + 2B2 p1

2 A 1 p1 + q1
/ΔT

(20)

在 t →∞时 ,可以得到复合材料界面热应力和热

膨胀系数的终值为

σ1 → ; 1

bχ1

q0 + 2B1

q0 + 2 A 1

σ2 →
ξ

cχ1

q0

q0 + 2 A 1

η3 → ; e

χ1

q0 + 2B2

q0 + 2 A 1
/ΔT

(21)

　　图 3 给出了界面残余热应力随时间的变化曲

线。图中保持 KC = 4117 MPa , GC = 19 MPa ; a =

0101 mm ,c = 01048 mm , d = 0108 mm 不变 ,但改

变 b的值 ,即在不改变复合材料中涂层空心微球

体分比的条件下来改变涂层的厚度。因涂层的厚

度为 b与 c 的差值 ,所以 ,当 c 不变时 , b增加就相

当于减小涂层厚度。从图中可以看出 ,随着时间

的增加 , I1 和 I2 界面上的残余热应力由于基体的

松弛效应而逐渐减小 ;根据数值比较可知 :当 b <

c 时 ,σ1 >σ2 ;而当 b = c 时 ,涂层厚度为 0 , σ1 =σ2 。

这里利用式 (20)和式 (21)计算了不同涂层厚度下

界面热应力的初值和终值 ,结果在表 1 中给出。

从表 1 可以看出其它条件不改变时 ,在整个时间

范围内 ,随涂层厚度的减小 , I1 和 I2 面的热应力

增加 ,同时热应力的初值与终值的差值也变大 ,说

明松弛掉的应力增加了。因此 ,采用涂层技术 ,改

变涂层的厚度 ,可以控制残余热应力的大小及其

随时间的变化历程。

图 3 　不同涂层厚度下的热应力 - 时间曲线

Fig1 3 　Relation between t hermal st ress and time for different

coating t hicknesses

表 1 　不同涂层厚度下界面残余热应力的比较

Table 1 　Comparison of thermal stress at the interface for

different coating thicknesses

b/ mm 0. 048 01 046 01044 01042 0104

σ1/ MPa
初值 01 09932 0111174 0112951 01 15651 01 20168

终值 01 08574 0109404 0110533 01 12124 01 14489

σ2/ MPa
初值 01 07954 0109484 01 1163 01 14845 01 20168

终值 01 06812 0107935 0109422 01 11476 01 14489

图 4 为不同涂层空心微球体分比的情况下 ,界

面残余热应力σ1 ,σ2 随时间的变化规律。此处保持

KC = 4117 MPa , GC = 19 MPa ; a = 0101 mm , b =

0104 mm ,c = 01048 mm 不变 ,但改变 d 的值。可

见 ,在保持其他参数不变的条件下 ,随着涂层空心

微球体分比的减小 ,残余热应力将增加。由图 4

的比较还可知 ,不论 d 取何值 ,总有σ1 >σ2 。表 2

中给出了不同涂层空心微球体分比下界面热应力

的初值和终值 ,可知 ,随着 d 的增加 ,热应力的初

值和终值的差值改变很小 ,但是残余热应力松弛

的速度却不相同 , d 值越大 ,热应力松弛的就越

快。

图 4 　不同涂层粒子体分比时的热应力—时间曲线

Fig1 4 　Relation between t hermal st ress and time for different

volume f raction , of coating micro2sphere
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表 2 　不同涂层空心微球体分比下界面残余热应力的比较

Table 2 　Comparison of thermal stress at the interface for

different volume fraction of coating micro2sphere

d/ mm 01 06 01 07 01 08 01 09

σ1/ MPa
初值 0110266 0109932 01 09308 01 07904
终值 0108913 0108574 01 07953 01 06607

σ1/ MPa
初值 0108235 0107954 01 07429 01 06249

终值 0107097 0106812 01 0629 01 05158

　　图 5 为利用式 (17)～ (19)画出的残余热应力

随时间和半径方向的三维变化图。图中保持

KC = 4117 MPa , GC = 19 MPa ; a = 0101 mm , b =

0104 mm ,c = 01048 mm , d = 0108 mm 不变。可

以看出 ,在空心微球 (1 区) 内 ,热应力从 0 开始随

半径单调增加 ,并成上凸形状 ,在 I1 界面 ,也就是

涂层与微球的接触面上 ,热应力达到最大值。在

涂层 (2 区)和基体 (3 区)内 ,沿半径方向热应力减

小 ,且涂层厚度较小时 ,热应力改变也很小。当基

体的体积和半径比较大时 ,热应力减小的趋势比

较明显 ,最终沿半径方向趋近于 0。而在整个半

径范围内 ,热应力都随时间的增加而减小 ,最终趋

于一个常值。

图 5 　残余热应力随时间 - 半径变化图 ( 1 区 :空心微球 ; 2

区 :涂层 ;3 区 :基体)

Fig1 5 　Residual t hermal st ress variations wit h time and radial

position ( Region 1 : hollow micro2sphere ; Region 2 :

coating ;Region 3 : mat rix)

3 　结 　论

(1) 在整个时间范围内 ,随着时间的增加 ,由

温度改变引起的复合材料内部的残余热应力将逐

渐减小 ,且涂层厚度和涂层空心微球体分比的减

小会使残余热应力增加 ;涂层厚度越小 ,残余热应

力的初值与终值的差值越大 ,说明松弛掉的应力

增加了。随着涂层空心微球体分比的减少 ,热应

力的初值和终值的差值改变很小 ,但热应力松弛

得较快。

(2)在模型内沿半径增加方向 ,热应力在微球

内逐渐增加 ,在涂层和基体中逐渐减小 ,在涂层与

空心微球的交界处达到最大值。
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