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摘 � 要: 针对传统应力- 强度干涉法计算结构可靠度时求解材料疲劳强度分布困难的情况,提出了一种利用

模糊概率理论直接求解结构可靠度的算法 � � � 模糊概率积分法。对该方法进行了理论推导; 同时考虑到方法

应用过程中可能出现方程重积分困难的情况,又给出了以该方法为基础的数值抽样技术, 用以计算结构可靠

度的近似值。最后给出一个在航空发动机上的应用算例, 计算结果表明该方法快速、有效, 适合于工程应用。
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Abstract: G reat diff iculty exists in the pro cess o f r eliability estimation by traditio na l str ess st reng th inter fer�

ence metho d, ther efor e an appro ach named as F ussy Pr obabilit y Integ ral ( F PI) method is investigated. T his

appro ach is capable of ev aluating str uctural reliability directly witho ut the demand of streng th distributio ns,

which makes the appr oach itself fast and efficient. Details o n this appro ach and its pr inciple ar e pr esented. A f�

ter that, a sampling metho d based o n F PI is a lso studied to estimate an approx imate value of the str ucture reli�

ability in case o f pro bably dual integ ral difficult ies in the applicatio ns of FP I metho d. A t the end, a real case o f

applicat ion on a turbine eng ine is presented to v alidate its applicability and reliability.

Key words: str uctur e reliabilit y; fussy pro bability integr al; stress st rength interfer ence; f at igue life

� � 对结构而言, 由于尺寸、材料、加工工艺及载

荷的分散性,使得结构中各个部位所承受的应力

都是带一定分布的随机变量。通常人们采用应

力- 强度干涉模型法计算结构的失效概率或可靠

性。然而在应用干涉模型法时, 所遇到的最大困

难是如何得到等寿命下的强度分布, 因为这一分

布很难直接采用实验获得。

为了获得等寿命下的疲劳强度分布, 各国科

学家做了大量的研究工作 [ 1~ 6] , 本文提出了一种

数学方法 � � � 模糊概率积分法( Fussy Probabili�
ty Integr al, FPI) ,这种方法根据结构中关键位置

的应力分布和材料的 P�S�N 曲线, 直接计算不同

寿命下结构的可靠度,避免了应力- 强度干涉模

型法中对等寿命强度的求解。同时考虑到该方法

计算过程中有可能出现重积分求解困难的情况,

还给出了采用数值抽样技术近似计算累积失效概

率的方法。文中最后给出了一个 FPI 法在航空

发动机中的应用算例,说明该方法与应力- 强度

干涉法计算结果的一致性。

1 � 评定结构可靠度的 FPI法

( 1) FPI法的理论推导 � 根据材料的 P�S�N
曲线可知,在一定温度及应力比下,结构的寿命均

值 N 50与结构应力 S 是一一对应的,并可以拟合

成函数曲线 N 50 = h( S) ,该函数为单调递减函数。

设应力是服从某种分布 F 的连续型随机变量,分

布的概率密度函数为 f , 对应的结构均值寿命

N 50服从某种分布 Q, 其概率密度函数为 q, 如图

1、图 2所示,则根据概率论原理,寿命均值 N 50出

现在区间[ N 50 | S = S
2
, N 50 | S = S

1
] = [ h( S2 ) , h( S 1) ]

的概率为
[ 5]

图 1 � 应力分布的概率密度函数

Fig� 1 � Probabilit y dens ity funct ion for st ress
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图 2 � 结构寿命 N 50的概率密度函数

Fig� 2 � Pr obabil ity den sity function for N 50

P( N 50 | S = S
2

 N 50  N 50 | S = S
1
) =

P{ h( S2)  h( S)  h( S1 ) } =

P( S1  S  S2 ) = !
S

2

S
1

f ( S)dS (1)

� � 当 [ S1 , S2 ] 为 S 应力的无穷小邻域 dS ,对应

的[ h( S2 ) , h( S1 ) ] 即为寿命的无穷小邻域 dN ,则

由式(1) 可得寿命均值 N 50 出现在 dN 的概率为

P (N 50 ∀ dN ) = f ( S)dS (2)

� � 另一方面,设结构受某一给定的应力S0 作用

时,结构寿命服从某种分布 G,其概率密度函数为

g, G 分布的均值即为 N 50。对于给定的某个寿命

N
*
,由概率论原理可知寿命分布G中寿命小于或

等于某个给定寿命 N
* 的概率为

P(N  N
*
| S = S0) = c( N

*
, S0 ) (3)

其中: c(N
*
, S) 为 G 分布在N

*
处的累积概率。

由此, 根据模糊数学原理, 可定义模糊事件

 A 为:寿命均值 N 50 可能出现在无穷小邻域dN时

寿命分布 G 中寿命小于某个寿命 N
*
的事件。 A

的普通概率为寿命 N 50 完全属于无穷小邻域 dN

时,寿命分布 G 中所有小于给定的某个寿命 N
*

的概率,即式(3) ;  A 的模糊概率为寿命均值 N 50

属于该无穷小邻域 dN 的概率, 即式(2)。根据模

糊概率原理
[ 7]
,可得模糊事件  A 发生的概率为

P(N  N
*
| S ∀ dS) = c(N

*
, S) f ( S)dS

(4)

� � 由式( 4)积分可得到寿命 N 50出现在全寿命

空间(- # , + # )时结构寿命小于给定某个寿命

N
* 的概率, 亦即在随机应力作用下结构在寿命

N
* 时的累积失效概率

P (N  N
*
) = P( N  N

*
| - # < S < - # ) =

� !
+ #

- #
c(N

*
, S) f ( S)dS (5)

� � 当 N
*
取- # 时,由于

lim
N * ∃ #

( c(N
*
, S ) ) = 1

即应力 S 作用下, 寿命趋于无穷大时所有结构将

失效,代入式( 5)得

lim
N * ∃ #

{ P(N  N
*
) } = !

+ #

- #
f ( S) dS = 1

故式( 5)的积分有上界: lim
N * ∃ #

sup{ P(N  N *
) }= 1,

即寿命趋于无穷大时所有结构将必定失效。易知

式( 5)的积分有下界: lim
N * ∃ #

inf{ P(N  N
*
) } = 0。

而结构在给定寿命 N
* 时的可靠度即为

R (N
*
) = 1- P (N  N

*
) (6)

� � 例如:某结构关键部位的应力是服从正态分

布的连续型随机变量(均值为 �S , 标准差为 �S ) ,

结构寿命在所有给定的应力下均服从对数正态分

布,则该结构在给定寿命 N
* 时的结构可靠度为

(其中 �N = h( S) , �N = u( S) )

R(N
*
) = 1 - P (N  N

*
) = 1 - P ( t  lgN

*
) =

1 - !
+ #

- #

1

u( S ) 2 !
lgN *

- #
e
- (t- h( S) )2

2u
2
( S) dt %

1

�S 2 
e
- (S- �

S
) 2

2�S dS (7)

� � ( 2) 采用数值抽样技术计算结构累积失效概

率 � 由于式( 6)是一个双重积分, 有可能出现没

有解析积分解的情况。下面给出一种数值抽样方

法, 用以求得式 ( 6) 的近似值, 其过程如图 3

所示。

图 3 � 数值抽样计算结构可靠度的流程

Fig�3 � Flow chart of sam pling meth od

其中标号 & ~ ∋分别表示:

& 由应力分布抽取个 n应力样本;

( 根据 P�S�N 曲线确定n 个寿命分布;

) 每个寿命分布中抽取一个寿命样本;

∋寿命样本中大于给定寿命 N
* 的比例

R(N
*
)即为所求可靠度的一个近似值, 且随着样

本数 N 的增加, R( N
*
)将趋近于式( 6)所得到的

解析值。

其理论依据如下:

根据应力分布 F(概率密度函数为 f )抽取 n

个应力样本{ S1 , S2 , ∗, Sn}。如图 4所示, 任意

选出 3 个相邻的应力样本 S = S i- 1 , S = S i 和

S = S i+ 1 ,定义应力样本 S = S i 的上、下半邻域为

图中 L 3 = 0� 5 + ( L 1 + L 2 ) 所代表的区域
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[ S
-
i , S

+
i ] , 则 S= S i 落在这个邻域的概率可由式

(2)计算得

P ( S
-
i  S  S

+
i ) = !

S+
i

S
-
i

f ( S)dS (8)

图 4 � 上、下半邻域

Fig�4 � U pper and lower hal f neighborhoods

在样本左边界, 即当中间点 S= S i 为S 1 时,

S= S i- 1可取- # ; 同理在样本右边界, 即中间点

S= S i 为S n 时, 可取 S = S i+ 1为+ # 。这样{ S1 ,

S2 , ∗, S n}的所有上、下半邻域就构成了无覆盖亦

无间隙的全应力空间(- # , + # ) ,从而可以推出

,
n

i= 1
P ( S

-
i  S i  S

+
i ) = ,

n

i= 1 !
S+
i

S
-
i

f ( S) dS =

!
+ #

- #
f ( S)dS = 1 (9)

� � 另一方面, 设结构受某一应力样本 S = S i 作

用时,结构寿命服从某种分布为 G i , 则对于给定

的某个寿命 N
*
, 由概率理论可知在寿命分布 G i

中随机抽取一个寿命值  N i ,则这个寿命值小于所

给定寿命 N
* 的概率为 G i 分布在 N

* 处的累积

概率

P(N  N
*
| S = S i ) = c( N

*
, S i ) (10)

� � 参照(1)节,根据模糊数学原理, 定义模糊事

件  A 为: 寿命均值 N 50 可能出现在寿命区间

[ h( S
-
i ) , h( S

+
i ) ]时在寿命分布 G i 中抽取一个寿

命值  N i ,出现该寿命值小于某个给定寿命 N
*
的

事件。 A 的普通概率为寿命均值 N 50完全属于寿

命区间[ h( S
-
i ) , h( S

+
i ) ]时在寿命分布 G i 中抽取

一个寿命值  N i ,这个寿命值小于给定寿命 N
* 的

概率,即式(10) ;  A 的模糊概率为寿命N 50属于这

个寿命区间的概率, 即式 (8)。根据模糊概率原

理,可得模糊事件  A 发生的概率为
� � P (N  N

*
| S

-
i < S < S

+
i ) =

c(N
*
, S i ) %!

S
+
i

S-
i

f ( S) dS (11)

对式(11)的求和即为寿命均值 N 50出现在全寿命

空间(- # , + # )时,结构寿命小于给定寿命 N
*

的概率,亦即结构在 N
* 寿命时的累积失效概率

P(N  N
*
) = P(N  N

*
| - # < S < - # ) =

,
n

i= 1
[ c(N

*
, S i ) %!

S+
i

S-
i

f ( S) dS] (12)

� � 当 n不断增大并趋近于+ # 时, 根据积分原

理,式( 12)即为

lim
n∃ #

{ P (N  N
*
) } = lim

n∃ # ,
n

i= 1
c(N

*
, S i ) % �

!
S+
i

S
-
i

f ( S)dS =!
+ #

- #
c(N

*
, S) f ( S)dS (13)

� � 比较式( 13)与式( 5)可以看出两式的右端项

完全相同, 说明 n 增大时, 寿命样本{  N 1 ,  N 2 , ∗

 N n}中小于或等于给定寿命 N
*
的比率将趋于式

( 5)所得的结构累积失效概率。

2 � 数值算例

某型航空发动机涡轮盘, 有限元模型采用轴

对称单元,如图 5所示, 材料为 GH 4169。涡轮盘

受离心载荷和温度载荷共同作用。经过确定性有

限元计算, 得知涡轮盘中应力极大值点为 P, 该点

温度为500 − ,受 R= 0的恒幅疲劳载荷作用, 塑

性应变很小, 可采用应力�寿命关系进行疲劳寿命
分析。并认为在一定应力下,材料的寿命满足对

数正态分布的要求。

图 5 � 涡轮转子有限元网格

Fig� 5 � Th e finite element mesh of turbine rotor

� � 现只考虑涡轮盘转速和材料强度存在的随机

性,采用 FPI方法计算该此时涡轮盘中 P 点的可

靠度。经过 ANSYS的 PDS模块计算,获知 P 点

的应力 (单位: M Pa) 基本服从正态分布 ( �S =

1074� 07, �S = 40� 32)。材料 500 − 时的 P�S�N
曲线如图 6所示

[ 8]
,根据该曲线,对材料对数寿命

及标准差进行拟合得:

h( S) = 12� 087 - 0� 00628S (14)

u( S) = - 0� 11523 + 0� 000728S (15)
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图 6 � 500 − 时材料 P�S�N 曲线

Fig� 6 � M aterial P�S�N curves at 500 −

� � 将应力分布参数及式( 14)、( 15)代入式( 7)即

可求得可靠度值。为校核计算结果的有效性,又

采用传统的应力- 强度干涉法做对比计算,计算

结果如表 1 所示, 由表可以看出, 两种方法的结

果是一致的, 仅存在微小的数值误差; 图 7 更为

直观地显示了两种结果的一致性。计算过程中,

FPI方法计算耗时3 s,干涉模型法耗时46 s, 前者

在计算速度上表现出较大的优势。

图 7 � 可靠度计算结果

Fig�7 � Result s of reliab ilit y evaluat ion

表 1� 可靠度计算结果

Table 1 � Results of reliability evaluation

方 � 法
寿命/次循环

103 104 105 106 107

模糊概率积分法 0� 9992 0� 9676 0� 6879 0� 1785 0�0086

应力- 强度干涉法 0� 9985 0� 9668 0� 6872 0� 1783 0�0085

3 � 总 � 结

模糊概率积分( FPI)方法避免了应力- 强度

干涉模型法对等寿命强度分布的求解, 为计算随

机应力作用下的结构可靠度提供了一条新的途

径;数值抽样技术更为 FPI法在可能遇到多重积

分困难时给出了一种近似计算结构可靠度的方

法。最后给出的航空发动机涡轮盘结构算例,表

明 FPI方法与传统应力- 强度干涉法的计算结

果是一致的, 且计算速度更快;时至今日, 复杂结

构的结构可靠性计算仍然是一项非常在耗时的工

作, FPI 方法的有效性和快速性使得该方法在实

际计算中具有一定的优势,适合于在工程应用。
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