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摘 � 要: 确定性计算仿真在科学研究和工程技术中的应用非常广泛。为精确有效地计算系统多个响应特征

对不同自变量的响应,基于试验设计的响应面法就是一个行之有效的方法。该方法能够求解较大规模的优化

设计、结构可靠性分析、模型修正和模型确认等问题,并可以全面掌握系统响应特征的变化。本文围绕如何获

得高阶高精度的响应面问题进行了研究,把几种现代试验设计方法做了改进和发展, 成功应用于确定性计算

仿真,使用多个典型算例与全因子试验设计进行了比较,得到了满意的结果, 算例的设计变量达 16 个, 响应面

模型的阶次达 15 阶。
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Abstract: Determ inistic computer simulatio n is w idely used in science and techno lo gy . In o rder to illustrate the

relat ionship betw een parameters and respo nse features, Desig n of Ex per iment ( DO E) based Respo nse Surface

( RS) met ho d can be emplo yed. T his method can deal w ith larg e scale models used in design o pt imization, mo d�

el updating and mo del validat ion. In this article, some mo dern DO E ar e intro duced and dev elo ped to construct

high or der RS models. T he pr oposed method is ver ified by study ing several t ypical nonlinear test pr oblems and

FEA ex amples. T he number of factor s can be more than 16, and t he o rder of the RS mo del can be mo re than

15.
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� � 随着计算机技术的不断发展, 确定性计算仿

真(如有限元计算仿真、空气动力学计算仿真等)

在科学研究和工程技术中的应用更加广泛。特别

是在航空航天领域, 有限元仿真已成为设计计算

的主要工具。在许多情况下, 如对飞机总体结构

进行优化设计, 整个优化迭代过程的计算工作量

非常可观,有时甚至无法完成;又如在可靠性分析

以及结构动力学新的研究热点有限元模型确认领

域,因为设计参数(如载荷与几何尺寸)是正态分

布量,要计算响应特征(如应力)的分布,直接计算

需要成百上千次的有限元分析, 这显然是不现实

的。对于上述工程领域,研究人员把基于试验设

计( Design of Ex perim ent )的响应面法( Response

Surface M ethod)作为重要工具, 以解决设计变量

过多和计算耗费太大的问题[ 1] 。

响应面法是用多元多项式或非多项式模型

(如人工神经网络) , 来描述系统自变量和响应特

征的复杂关系,从而替代有限元仿真和其它复杂

模型进行更有效设计或计算的一种方法
[ 2]
。响应

面法很早就应用于非确定性的实验分析。作者认

为该方法更适合于确定性计算仿真研究。与一般

的实验测试不同, 由于确定性计算仿真不含随机

误差或其随机误差可以人工控制, 它的响应面可

以具有较高的阶次和较高的精度。一般的试验设

计方法需要改进和发展才能应用于确定性计算仿

真。本文围绕如何获得高阶高精度的响应面问题

进行了研究,把几种现代试验设计方法做了改进

和发展,成功应用于确定性计算仿真,并与全因子

试验进行了比较,得到了满意的结果。

本文的第 1部分研究了基于试验设计的响应
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面法及其精度检验标准;第 2部分研究了用于确定

性计算仿真的几种现代试验设计的特点以及如何

进行试验设计;第3部分在算例分析的基础上对几

种现代试验设计做了比较;最后给出了几点结论。

1 � 基于试验设计的响应面法及其适合性
检验标准

1� 1 � 基于试验设计的响应面法

基于试验设计的响应面法就是根据研究对象

的特点,在试验设计的基础上,用多项式回归(或

人工神经网络训练)得到系统自变量和响应特征

的复杂关系。多项式可以选取幂多项式、傅立叶

级数、正弦、余弦多项式、指数多项式或其它类型

的多项式。其中, 自变量的变化范围称为设计空

间( design space) , 而目标变量如应力、加速度、固

有频率等称为响应特征( response featur e)。基于

试验设计的响应面法, 国内外有许多作者进行了

研究,并已开始逐步得到应用
[ 1, 3]
。但多数研究

和应用,都只是建立了阶次较低的响应面,而且其

试验设计方法也局限于正交设计、较低阶的中心

点复合设计等方法, 因此响应面的精度有待提高。

若想进行高精度响应面建模, 需要提高阶次, 并选

取有效的试验设计方法。其次, 用于确定性计算

仿真的响应面法试验设计与一般在实验测试中的

应用也有差别。

作者在前人研究的基础上,进行了高阶次响应

面建模的尝试,实例 5最高为 15阶幂多项式,同时

研究了何种试验设计方法对高阶次响应面建模最

为有效,为获得高精度的响应面模型提供了有效方

法,有助于进一步推动响应面法的广泛应用。

基于试验设计响应面法的主要步骤如下: �

确定研究问题的合理设计空间(各自变参数的变

化范围) ;  选取几个重要参数, 进行单因素多水

平计算,并做回归分析,确定响应面的最高阶次和

计算点数; !构造多项式函数,本文以幂多项式为

主; ∀使用合理的试验设计( DOE)方法, 进行试

验设计; #根据设计计划, 通过仿真计算, 得到各

设计点的响应特征; ∃最小二乘法回归拟合多项

式的系数,并做模型的适合性检验; %不满足精度

要求,增加响应面阶次和设计点数返回∀循环计
算,若满足要求,输出响应面模型, 结束。

1� 2 � 响应面模型的适合性检验

响应面模型的适合性检验标准很多, 如残差

的正态分布图检验,残差的均值是否近于零。这

两种方法虽然直观, 但对于多个响应面模型和较

复杂模型则不适合。R
2
检验

[ 2]
和相对均方根误

差检验
[ 4]
则更有效。其定义如下:

相对均方根误差 ( Roo t M ean Squar ed Er�
ror)

RMSE = 1
N grid y &gr id

( y - y reg )
2
(1)

R
2判定系数

R
2
= 1-

&
N

g rid

j = 1
( y reg ( j ) - y ( j ) )

2

&
N

grid

j = 1

( y ( j ) -  y ) 2
(2)

y 和 y reg分别是设计空间上各点的真值和响应面

的值;  y 是设计空间上各点真值的均值; N gr id是设

计空间上检验点的数量。RMSE(相对均方根误

差)的大小代表了响应面的精度,可根据实际情况

确定。R2判定系数代表了响应面与真值之间的

差异程度,在 0~ 1之间取值, 值为 1时,表示二者

完全一致。

依据上述 2种检验标准, 在原试验设计点的

间隔中,增加数个新点作为检验点,或选用少水平

正交表设计点作为检验点(因为正交表设计点与

本文讨论的几种 DoE 的设计点很少重复) , 分别

计算其真值和响应面的值。然后检验新增检验点

的 RM SE 和 R2。最后,若需要提高精度, 可以把

检验点和原试验设计点合并, 再次拟合得到比检

验精度更高的响应面模型。

2 � 用于响应面法的几种试验设计方法

如何用最少的计算点(即实验样本点) ,获得

理想的响应面模型,试验设计至关重要。在诸多

文献中,中心点复合设计( Central Composite De�
sign)是广为应用的方法之一, 其次还有 Box�Be�
hnken Design( BBD) , 它的设计点分布与中心点

复合设计相近,只是不含顶点。上述 2种方法由

于因素的水平数较少只能用于一阶、二阶或三阶

模型,有很大局限性。为应用于更高阶的响应面

模型, 作者根据试验设计的旋转设计原理 [ 5] , 把上

述两种方法进行了改进, 成功用于高阶模型。D�
最优设计是试验设计中一个很有价值的方法, 作

者也把该方法成功应用于响应面的试验设计, 取

得了高精度的响应面模型。均匀设计和多水平正

交设计也可以用于响应面设计, 本文在算例分析

中也使用了该 2种试验设计。其它常用的试验设

计方法还有很多, 如拉丁方设计、单纯型设计、区
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组化正交设计等, 这些方法在响应面法设计中都

有一定的应用, 参阅文献[ 2, 5]。下面对中心点复

合设计、BBD和 D�最优设计进行研究, 同时也简
要介绍均匀设计和多水平正交设计。

2� 1 � 全因子试验设计

根据各自变量(因素)不同变化水平, 可以设

计全因子试验(Full�factorial desig n)。该方法简

单,精度高, 且各因素正交, 但计算量大。如 3因

素 5水平时,计算点数为 125。因此,只适合于因

素很少的情况。这里使用该试验设计作为精度最

高的标准用于比较其它方法的精度。

2� 2 � 中心点复合设计

中心点复合设计
[ 2]
用于响应面设计,可以回归

拟合一阶、二阶模型或更高阶模型。它一般是由

2k析因设计 (规范为通常的 ∋ 1记号, k为因素数)

添加 2k 个坐标轴点 ( ∋ �, 0, (, 0) , (0, ∋ �, 0, (,

0) , (, (0, (,0, ∋ �)和 nc 个中心点 (0, 0, (, 0)所
组成。�是可调整的参数,恰当地选择 �可以使中

心复合设计具有可旋转性或正交性, 或是正交旋转

的等各种优良性。�的设计条件是信息矩阵不退

化。确定性计算仿真试验设计的中心点取一个。

要获得较高阶次(如 5阶、7阶)的响应面模型,需

要再添加 2k个坐标轴点 ( ∋ �2 , 0, (, 0) , (0, ∋ �2 ,

0, (, 0) , (, (0, (, 0, ∋ �2) , �2 的设计条件与 �相

同。其中的特征点包括 3 种点, 即 : 全因子试验

点、坐标轴点和中心点。实施中将各因素都正规

化,使调整后的变量在 [ - 1, 1]之间。

2� 3 � D�最优设计

D�最优设计的定义如下。研究的回归模型为
y �= �1 f 1( x �) + �2 f 2( x �) + (+ �mf m ( x �) +  �

�= 1, (, N (3)

最小二乘法获得参数 �
T

= (�1 � �2 � ( � �m )的最

小二乘估计 b
T
= ( b1 � b2 � ( � bm)。( b1 , b2 , (,

bm )的密集椭球体定义为与( b1 , b2 , (, bm)具有相

同平均值和相关矩的 m 维均匀分布所围成的区

域。密集椭球体体积是( b1 , b2 , (, bm )分散与集
中程度的数量指标。使得密集椭球体体积最小

(即是( b1 , b2 , (, bm )最为集中)的试验计划称为

D�最优设计 [ 5]。D�最优设计等价于其信息矩阵
A的行列式最大; 对于连续计划, 也是 G�最优设
计,即回归点的最大方差最小。

构造 D�最优设计的数值方法:在给定因素空

间上,对已知函数 f ( x ) ,迭代程序如下:

( 1) 给出初始计划  0 (可由随机法生成) ;

( 2) 计算初始计划  0 的信息矩阵 A(  0)及其

逆矩阵 A
- 1
( 0) ;

(3) 在因素空间上, 找出回归方差 d( x ,  0)最

大的点 x 0 ;并计算出最大值 d;

(4) 给出精度 !,若 ∀= d - m< !,就停止迭

代,  0 即为近似的 D�最优设计, 否则计算 �0 )�0=

∀
m(d - 1)
;把一点计划  ( x 0 )和初始计划线性组

合,得新计划

 1 = (1- �0) 0 + �0 ( x 0) ;

� � (5) 重复(2) ~ ( 5)各步骤得到  j ,使得满足

∀= d- m< !为止,  j 即为所得 D�最优设计计划。
作者在 M AT LAB6� 5 toolbox 基础上, 根据

上述方法编制了 D�最优设计程序,成功用于高阶
次响应面设计。

2� 4 � BBD设计

和CCD相近, Box�Behnken designs( BBD)也

是具有旋转性的响应面设计方法之一。它的设计

点除中心点以外, 其他设计点到中心点的距离均

相同。但 BBD对设计空间的顶点预测不准。由

于 BBD设计之只有 3个水平, 若想获得高次的

RS,则需要根据旋转性的、正交性再添加数点,本

文据此添加了设计空间内距离中心点 0� 707倍的

一个 BBD, 实例应用效果很好。BBD 不适合大规

模的模型回归。如 10参数时,设计点为2 ∗ 161=

322, 设计点较多。

2� 5 � 正交设计和均匀设计

正交设计(OA, Orthog onal Arr ay )是试验设

计最常用的方法之一,正交设计点具有+均衡分散
性,和+整齐可比性,两个特点。用于响应面建模

时需使用较多水平的正交设计。均匀设计( UN,

Unifor m Design)是只考虑试验点在试验范围内

均匀散布的一种试验设计方法 [ 6]。它由中国学者

方开泰教授和数学家王元在 1978年共同提出,是

数论方法中的+伪蒙特卡罗方法,的一个应用。均
匀设计和正交设计相似,也是通过一套精心设计

的表来进行试验设计的。本文在算例分析中直接

使用均匀设计表进行实验设计。

3 � 算例分析

在上述讨论的基础上, 作者首先通过 4个非

线性优化的例子, 对小规模模型(参数个数 3)在

响应面试验设计的基础上进行回归拟合,对响应
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面的 D�最优设计方法、中心点复合设计、BBD设

计、多水平正交设计和均匀设计(各种试验设计的

样本点数相近)的有效性和精度进行检验,并与全

因子试验设计做了比较。

对于较大规模模型(参数个数 10) , 在响应面

试验设计的基础上进行回归拟合,对响应面的 D�
最优设计方法、中心点复合设计的有效性和精度

进行检验和比较。证明了二方法用于响应面回归

高精度模型的可行性。为合理选取试验设计方法

和构造高精度的 RS模型奠定了基础。

由于实际结构设计中设计变量可能很多, 为

此,针对大规模模型(参数个数 16) , 使用 D�最优
设计方法进行回归拟合,对基于试验设计的响应

面法能否进行参数个数很多的响应面回归做了尝

试和精度检验。

使用的 4个显示函数算例来自于文献[ 7] (见

附录 A) , 其中小规模算例取( i , j − 3) , 较大规模

算例取( i , j = 10) , 大规模算例取( i, j = 16) ,算例

性质差别很大, 算例 1和 3具有很强的非线性,因

此具有一定的代表性。使用的另外 2个算例是实

际有限元算例(见附录 B) ,该二算例已分别用于

基于响应面法的有限元模型修正 [ 8, 9] , 取得了很

好的结果。

回归模型的适合性检验: 小规模模型通过计

算设计空间均匀分布的 10 ∗ 10 ∗ 10 方格点响应

面的值和真值的误差来检验模型。较大和大规模

模型则以正交表设计点为检验点。用 1� 2节中的

检验标准,对模型进行了检验。

3� 1 � 显式函数算例结果分析

对于小规模模型 (图 1) , 其中 D�opt、CCD、

BBD、OA、U N分别表示D�最优设计方法、中心点
复合设计、BBD设计、正交设计和均匀设计, P1、

P2、P3、P4分别代表相应的算例。由图可知, 6种

方法在算例 2、4都获得了较高的精度, 判定系数

R
2大于 0� 99,相对均方根误差 RM SE 小于 0� 02,

其中 D�最优设计的精度接近全因子试验设计的
精度。BBD, OA 和 UN 在算例 3 的计算中是失

败的, RM SE分别超过了 0� 1, 0� 06 和 0� 08,可见

由于这 3种方法设计点的规则性, 使得其不能适

合一些特殊的模型。

对于 10个参数的较大规模模型, 使用 D�最
优设计方法和中心点复合设计对 4个算例进行了

响应面回归建模。从图 2 可以看出, 2 种方法在

算例1, 2, 4都获得了较高的精度,判定系数R
2
大

图 1 � 小规模模型不同算例各种试验设计的 R2和RM SE

� Fig�1 � R 2and RM S E of diff erent test problem s( 3 factors)

b y dif ferent DOE s

图 2 � 较大规模模型不同算例两种试验设计的 R2和 RM SE

Fig�2 � R2 and RM S E of di ff erent test problem s( 10 factors)

b y tw o dif ferent DOE s

于 0� 98, 相对均方根误差 RM SE 小于 0� 02。

CCD在算例 3的计算中是失败的,相对均方根误
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差RM SE超过了 0� 1。D�最优设计的精度以及可
靠性都比 CCD高。

对于 16个参数的大规模模型,使用 D�最优
设计方法对 4算例进行了响应面回归建模。从

图 3 可以看出, 4 个算例都获得了较高的精度,

判定系数 R
2
大于 0� 98, 相对均方根误差 RMSE

小于 0� 04。样本点数为 277。可见, 基于 D�最
优设计的响应面建模可以进行大规模模型的响

应面建模。

图 3 � 大规模模型 D�最优设计的 R2和RM SE

Fig�3 � R 2 and RM S E of di ff erent test problem s( 16 factors)

b y D�opt imal design

由于在有些工程应用中, 需要进行高阶次的

响应面建模,本文使用算例 5进行了 15阶幂多项

式(7个参数)的响应面回归(图 4给出了其典型

响应面) ,其精度为:判定系数 R
2
为 0� 9990,相对

均方根误差RMSE 为0� 0003,可见仍然具有较高

的精度。

图 4 � 算例 5( 15阶幂多项式)的典型响应面

Fig�4 � T he typical response surface of the No. 5 test

p rob lem ( the 15 polynomials )

3� 2 � 实际有限元算例结果分析

在 H 型梁有限元算例中, 取 3个设计参数,

目标变量为前 4阶计算固有频率, D�opt、BBD和

CCD 3种方法的设计点数为 25~ 27, (全因子试

验的计算点数为 125)。响应面模型阶次取 5。拟

合结果用正交设计的新点进行检验。由图 5可

见,该算例的响应面精度很高。4 种方法在 4阶

固有频率的回归中都获得了较高的精度,判定系

数 R 2大于 0� 99, 相对均方根误差 RM SE 小于

0� 001。BBD和 CCD的精度要低于 D�最优设计
和全因子试验; D�最优设计的判定系数 R2以及
相对均方根误差 RM SE 都接近全因子试验。

图 5 � H 型梁有限元仿真算例的 R2和 RM SE

Fig�5 � R2 and RM S E of di ff erent m odal f requencies( for the

H shape beam st ru cture FEA) by dif ferent DOEs

在 GARTEU R飞机模型[ 10]有限元仿真算例

中,取 8个设计参数,目标变量为前 5阶计算固有

频率, 2种方法的设计点数分别为 89和 145,响应

面模型阶次取 5。拟合结果: D�opt设计方法的判

定系数 R
2
大于 0� 95,相对均方根误差 RMSE 小

于 0� 01(图 6)。可见,该算例的响应面精度较高。

CCD方法精度要差一点。

59



� ����� 航 � 空 � 学 � 报 第 27卷

图 6 � GARTEU R飞机模型有限元仿真算例的 R2和 RM SE

Fig�6 � R 2 and RM S E of di ff erent m odal f requencies( for the

GARTEU R FEA) by tw o different DOEs

4 � 结 � 论

(1) 通过显示函数和实际有限元 2种算例的

研究表明,基于现代试验设计的响应面法是一个

行之有效的快速运行模型建模方法。在结构优化

设计、模型修正与确认等需要确定性计算仿真的

工程领域有很好的应用价值。

(2) D�最优设计方法、中心点复合设计和
BBD设计 3种方法都能够进行较高阶次( n − 7)

的响应面回归计算; 正交设计和均匀设计仅仅适

合于低阶模型; BBD 设计由于点数太多, 故不宜

用于较大规模的模型。D�最优设计方法和中心点
复合设计是最为有效的 2种方法。

(3) D�最优设计的回归精度以及可靠性都比
较高,而且能进行高阶、大规模( 16个因素以上)

的 RS 模型设计, 并可对交叉项进行自由取舍,在

原有实验点上可以增补实验点, 且实验点数少。

D�最优设计的实验计划次数宜取 1� 2~ 1� 5倍的

饱和设计次数, 这样既具有较高的精度而实验次

数又少。

(4) 虽然本文是针对确定性的计算仿真问题

进行的研究, 但是, 由于使用高阶多项式回归方

法,得到的是最小二乘意义下的拟合最优解, 对于

计算目标变量出现局部或较小噪声的情况,该方

法具有噪声平滑效果。在 H 型梁有限元算例中,

用 0� 1%的乘性噪声加入目标变量, 得到的响应

面误差为 0� 03%。噪声平滑效果是多项式回归

方法不同于高阶插值方法的优点之一。

(5) 实际工程问题中,设计空间的大小直接

影响到 RS的精度,本文两个有限元算例中,参数

变化为 10% ~ 50%。如何更好的确定设计空间

和 RS 的阶次以及高阶交叉项问题仍有待进一步

的研究。
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附录 A:测试显式函数算例模型

1. f ( x )= &
16

i= 1
[ ( ln( x i- 2) )

2
+ ( ln(10- x i ) )

2
]

� 2� 1 − x i − 9� 9

2. f ( x )= &
16

j= 1
x j ( cj + ln
x j
x 1+ (+ x 10
)

cj = - 6� 089, - 17� 164, - 34� 054, - 5� 914,

- 24� 721, - 14� 986, - 24�100, - 10� 708,

- 26� 662, - 22�179, - 21, - 22, - 23, - 24, - 25,
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- 26; j = 1, 2, (, 16.

3� f ( x )= &
16

j= 1
exp( x j ) ( c j+ x j- ln &

16

j= 1
exp( x j ) )

� - 10 − x j − 9� 9

cj= - 6� 089, - 17� 164, - 34� 054, - 5� 914,

- 24� 721, - 14� 986, - 24� 100, - 10� 708,

- 26� 662, - 22� 179, - 21, - 22, - 23, - 24,

- 25, - 26; j = 1, 2, (, 16.

4�f ( x )= x 21+ x 22+ x1 x2 - 14x 1- 16x2 + ( x3-

10) 2 + 4( x4- 5) 2 + ( x5 - 3) 2 + 2( x 6 - 1) 2+ 5x 27+

7( x8- 11) 2+ 2( x9 - 10) 2 + ( x10 - 7) 2 + ( x 11+ 1)2

+ 2( x12+ 2)2 + 3( x13 + 3) 2 + 4( x14 + 4) 2+ 5( x 15+

5)2 + 6( x16+ 6)2 + 45

- 10 − x i − 9� 9

5�f ( x )= 0� 0023 ∗ (100+ 5x1 + 10x2 - 6x 3+

x4+ x5 + x6 + x7 - &
7

i= 1
j= 1

ix ix j + 200 &
7

i= 1
(- 1) i sin( as.

xi ) )

� 5� 3 − x i − 7� 3, as= 10� 5, i − j − 7

附录 B:结构有限元仿真算例模型

6�H 型梁算例

H 型梁整体为焊接结构[ 8] , 有限元模型如图

B1, 共分 17个三维梁单元, 4个集中质量单元(4

个端部节点)以及连接中间横梁和两边纵梁的 2

个 6自由度弹簧单元 (在 Node1 和 Node2 上)。

选取 3个设计变量: 弹簧单元绕 Z 向的弯曲刚度

(坐标如图 B 1) , 两边纵梁的 Z 向的抗弯模量,中

间横梁的抗扭模量; 目标变量取 1, 2, 3, 4 共 4阶

模态频率。

图 B1 � H 型梁有限元模型

Fig� B1 � T he FE model of the H shape beam s tru cture

� � 7�GART EUR飞机模型有限元仿真算例

GARTEUR飞机模型
[ 10]

(图 B2)被欧洲航空

科技组织作为评估试验分析技术与模型修正技术

的基准模型。模型翼展 2 m,机身长1� 5 m,主体结

构为铝制,总重 44 kg。该模型含有真实飞机的主

要振动模态特征,包含若干密集模态。有限元模型

含74个梁单元, 5个集中质量单元,共 420个自由

度。8个设计参数, 包括刚性单元长度、部件的弯

曲与扭转刚度等。目标变量取前 5阶模态频率。

图 B2 � GART EUR 飞机模型

Fig� B2 � T he model of th e GART EUR st ru cture
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