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摘 　要 : 研究了随机结构的孤立特征值问题。将材料物理量的随机场扩展为 K2L ( Karhunen2Loeve) 正交展

式 ,采用非正交多项式混沌展式表达孤立特征值 ,建立了和摄动法类似的一系列确定的递推方程 ,并通过确定

性有限元方法求解了这些递推方程 ,得到了特征值的均值和方差。在算例中用蒙特卡洛方法验证了本方法的

正确性。
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Abstract : A new random finite element method for solving eigenvalue problems involving material variability is giv2
en. The random material properties , such as the modulus of elasticity , are represented by Karhunun2Loeve expan2
sion. Random structural eigenvalues are expressed as nonorthogonal polynomials chaos. With the aid of the finite el2
ement method , a set of deterministic recursive equations is set up to deal with eigenvalue problems through

nonorthogonal polynomials of the same order. The statistics of eigenvalues is derived. A beam problem and a plate

problem are investigated by the new method. The derived second2order statistics of eigenvalues is found in good a2
greement with those obtained by Monte2Carlo simulation.
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　　自从 20 世纪 70 年代 M. Shinozuka 等人研

究了结构的随机特征值以来 ,这个问题就引起了

国内外学者越来越多的关注。许多文献用蒙特卡

洛方法、随机摄动法或两者的结合来研究随机特

征值[1 ,2 ] 。当采用直接的蒙特卡洛模拟方法时 ,

如文献[ 1 ] ,则比较耗时 ,特别对大自由度系统更

是如此。而采用摄动法或摄动随机有限元方法

时 ,如文献[ 2 ] ,则只对具有小变异随机变量的问

题有效 ,并且当随机场随机变量数量较多时 ,计算

量也不小。文献[ 3 ,4 ]将随机有限元方法和蒙特

卡洛模拟方法相结合 ,通常比直接的模拟法具有

更高的效率 ,特别是文献[ 3 ]利用了正交的多项式

混沌展式 ,从而可以更快地解决大变异随机变量

的特征值问题。

和以上不同的是 ,本文采用非正交多项式混

沌展式表达特征值 ,运用合并同类项 ,建立了和摄

动法类似的一系列确定的有限元递推方程。通过

求解这些递推方程 ,可以得到孤立特征值的统计

特征表达式。该方法同样能解决较大变异随机变

量的特征值问题 ,而且由于没有采用蒙特卡洛模

拟而可节省大量的计算时间。在算例中用蒙特卡

洛方法验证了本文方法的正确性和有效性。

1 　随机场的 K2L 扩展

设 R ( x ) 为关于坐标位置 x 的随机场 , R 为

其期望值 ,根据文献[5 ]将随机场 R ( x ) 用如下的

K2L 正交展式表示

R ( x) = R ( x) + ∑
∞

i = 1

ξi Ã λiΦi ( x ) (1)

式中 :ξi 为零均值的正交随机变量 ,它可为任意

分布 ;λi 和Φi 分别是随机场协方差核的特征值和

特征函数。当随机场采用上述谱分解时 ,可用较

少的随机变量模拟随机场的概率特性 ,如果协方

差核难于直接得到时 ,可采用离散的求解方法。

2 　特征值的非正交多项式混沌展式

当采用摄动随机有限元方法求解孤立特征值

问题时 ,它是将特征值表示为关于小变异随机变
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量的摄动展开或泰勒展开 ,而文献[ 5 ]是以随机空

间中的埃尔米特多项式为基函数将任意未知随机

场展为多项式混沌 ,这种展式已由 Cameron2Mar2
tin 定理证明为二阶收敛的。需强调的是 ,这里的

多项式混沌是指多项式的一种组合方式 ,和通常

的非线性动力学中“混沌”概念不同。本文采用如

下的非正交多项式的混沌展式表示随机场

S ( x) = a0 ( x )φ0 + ∑
∞

i1 = 1
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非正交多项式φn (·)的前三阶量可以写为
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这里的非正交是相对正交而言的 ,即不同的多项

式基的乘积经加权求积分后不再等于零。

3 　特征值问题的求解

相对于确定的特征值问题 ,这里假设结构材料

性质的物理量为空间随机场 ,那么利用 K2L 正交展

式 ,该结构相应的随机刚度矩阵可由下式表示

K = K0 + ∑
n

i = 1

ξi Ki (3)

式中 : K0 为均值弹模对应的结构刚度矩阵 ; Ki 为

和式 ( 1) 右边第 2 项相应的刚度矩阵。参照式
(2) ,随机特征值的非正交多项式混沌展式为

λ = λ0 + ∑
n

i = 1

ξiλi + ∑
n

i = 1
∑

i

j = 1

ξiξjλij +
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n

i = 1
∑

i

j = 1
∑

j

k = 1

ξiξjξkλijk + ∑
n

i = 1
∑

i

j = 1
∑

j

k = 1
∑

k

l = 1

ξiξjξkξlλijkl + ⋯

(4)

将式 (4) 中特征值符号λ换成 x ,就为特征向量的

展式。

将以上展式带入特征值方程 ( K - λM) x =

0 ,按照ξ0 ,ξi ,ξiξj ,ξiξjξk和ξiξjξkξl 项获得一系列
递推方程。合并同类项后 ,首先可以得到对应ξ0

项的方程
( K0 - λ0 M) x0 = 0 (5)

　　对应ξi 项 ,有
K0 xi + Kix0 - (λ0 Mxi +λiMx0) = 0 ( i = 1 , ⋯, n)

(6)

　　于是得到下面一阶展式系数的表达式

λi = x T
0 Kix0

( K0 - λ0 M) xi = - ( Ki - λi M) x0 (7)

　　为了消除式 ( 7) 中第 2 式左边矩阵 ( K0 -

λ0 M) 求逆时的奇异性 ,还要考虑如下根据模态

归一化而加的补充方程

x0 + ∑
n

i = 1
xiξi + ∑

n

i = 1
∑

i

j = 1
xijξiξj ⋯ ·M ·( x0 +

∑
n

i = 1
xiξi + ∑

n

i = 1
∑

i

j = 1
xijξiξj + ⋯

T
= I (8)

　　如果要求 x0 Mx T
0 = I 时 ,可有下式成立

Mx0 x T
0 M = 0 (9)

　　于是在式 (7) 中第 2 式左边加入λ0 Mx0 x T
0 M

项后得到[6 ]

xi = - ( K0 - λ0 M +λ0 Mx0 x T
0 M) - 1 ·

( Ki - λi M ) x0 (10)

　　然后 ,由对应ξi j 项的方程可得

λij = x T
0 [ ( Kixj + Kjxi) (1 - δij/ 2) -

(λi Mxj +λj Mxi) (1 - δij/ 2) ] (11)

xij = ( K0 - λ0 M +λ0 Mx0 x T
0 M) - 1 ·

[λij Mx0 - ( Kixj + Kjxi) (1 - δij/ 2) +

(λi Mxj +λj Mxi) (1 - δij/ 2) ] (12)

这里 i = 1 , ⋯, n , j = 1 , ⋯, i ;同样式 (12) 中已考

虑了补充方程。

同理可以得到关于ξiξjξk ,ξiξjξkξl 等项的一系

列确定的递推方程。需要注意的是 ,上面求解特

征值扩展系数的处理方法和摄动法是类似的 ,不

同点在于本文方法可处理大变异随机变量的情

况 ,这是因为前面随机场的离散没有限制随机参

数的变异性 ,而且特征值的非正交多项式展式又

是二阶收敛的。由于在随机特征值问题中 ,很难

对随机特征值方程在正交混沌基上投影后求期

望 ,文献[3 ]不得不结合蒙特卡洛方法求解 ,但这

将增加计算的工作量。在按以上步骤求得特征值

展开的系数项后 ,可以方便获得特征值的均值和

方差。

4 　算 　例

(1) 考虑两端固支梁 (图 1) ,长 L = 6m ,分布

质量 m = 1000kg/ m3 ,设其截面抗弯刚度为高斯

分布的随机场 ,截面抗弯刚度的均值 �E�I = 1kN/

m2 ,其归一化协方差函数为指数型 : C ( x 1 , x 2) =

σ2e - | x
1

- x
2
| / l ,其中 l = 1m。
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图 1 　两端固支的随机梁

Fig11 　Random beam with two end clamped

　　首先将梁划分为 12 个单元 ,每个节点含有挠

度和扭转 2 个自由度。根据前面 ,截面抗弯刚度

随机场的 K2L 正交展式取前 4 项已足够 ,并在此

基础上利用本文方法和蒙特卡洛方法对梁的振动

特征值进行了求解。图 2、图 3 显示了一阶特征

值均值与均方差随抗弯刚度变异系数变化的结

果。从图中可看出 ,本文的方法和蒙特卡洛模拟

法的结果较为吻合 ,这验证了本文方法的正确性。

图 2 　三阶特征值均值与变异系数关系

　　Fig12 　Relationship between mean of the three

order eigenvalue and coefficient of variation

图 3 　三阶特征值均方差与变异系数关系

　　Fig. 3 　Relationship between variance of the three

order eigenvalue and coefficient of variation

　　 (2) 考虑四边固支的正方形薄板弯曲

自由振动问题 (图 4) 。板的边长为 3m , 厚度

011m ,泊松比为 013 ,假设薄板的弹性模量为随机

场 ,其均值为 105kN/ m4 ,其归一化协方差函数为

指数型 :

C ( x 1 , y1 ; x 2 , y2) = σ2e - (| x1 - x2| +| y1 - y2| ) / l

其中 l = 1m。将薄板划分为 144 个单元 ,每个节

点含有竖向挠度和两个方向扭转 3 个自由度。

　　由于本例板的对称性而出现重特征值 ,这里

只给出了板一阶特征值的统计结果。图 5、图 6

结果显示 ,本文的方法和蒙特卡洛模拟法的结果

吻合很好 ,再次验证了本文方法的正确性。

图 4 　四边固支的随机方形薄板

Fig14 　Random plate with four side clamped

图 5 　一阶特征值均值与变异系数关系

Fig15 　Relationship between mean of the first

order eigenvalue and coefficient of variation

图 6 　一阶特征值均方差与变异系数关系

Fig16 　Relationship between variance of the first

order eigenvalue and coefficient of variation

5 　结 　论

本文将材料物理量随机场表示为 K2L 正交

展式 ,采用非正交多项式混沌展式表达孤立特征

值 ,运用合并同类项 ,建立了和摄动法类似的一系

列确定的有限元递推方程 ,从而得到了孤立特征

值的统计特征。和随机摄动法相比 ,本文方法在

计算理论上并没有限制结构随机参数变异性的大

小。和文献[ 6 ]相比 ,本文利用了递推方程的求解

特点和随机函数中随机量的概念 ,将随机特征值
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方程的求解顺利地转化成了确定性方程的求解。

在梁和固支方板的算例中 ,本文方法和蒙特卡洛

模拟的结果吻合较好 ,这验证了本文方法的正确

性 ;同时算例结果也显示 ,本方法同样能解决较大

变异随机变量的特征值问题。该方法由于没有采

用蒙特卡洛模拟而节省了大量计算时间。
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