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摘　要: 采用 Hopf 分叉分析方法, 对跨音速操纵面嗡鸣问题进行了研究。用二维守恒型非定常 Navier -

Stokes 方程计算了舵面振动时的非定常气动力,计算了出现 Hopf 分叉的Ma数, 研究了一些参数对嗡鸣的影

响。将 Hopf分叉的计算结果与嗡鸣的时间历程计算做了对比,两者相当吻合,与飞行试验结果相比, 也比较

接近。
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Abstr act: Hopf-bifurcation analysis is employed to investigate the problems of the control sur face buzz. The

unsteady aerodynamic loads acting on the control sur face ar e calculated by the two dimensional Navier -Stokes

equations. T he cr itical Mach number of the control surface buzz is calculated and the influence of t he st ruc-

tural paramet ers on the buzz character istics is also investigated. The results of the Hopf-bifurcat ion analysis

ar e consistent with the result s of the time integrat ion calculat ions, and the calculat ed results bot h ar e in good

agreement with the flight test data.
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　　近代高速飞机在跨音速飞行时, 位于翼面后

部的操纵面(如副翼、方向舵等)有时会发生一种

持续的“自激振动”,在气动弹性力学中称之为操

纵面嗡鸣。强烈的嗡鸣,可导致结构的破坏,对飞

行安全造成一定的影响。

虽然在工程上对操纵面嗡鸣问题已有一些措

施能加以排除,但对嗡鸣产生的机理,以及如何预

测和防止嗡鸣仍有不少问题值得进一步研究。80

年代初, Steger 和 Bailey
[ 1]
首先采用数值计算方

法,通过求解薄层 Navier -Stokes 方程和舵面振

动方程,研究了副翼嗡鸣问题。90年代以来,国外

对跨音速操纵面嗡鸣问题继续在开展研究, 并做

了不少的实验研究工作。早期的及近来的风洞试

验均表明:当舵面发生嗡鸣时,舵面上的激波随舵

面振动而前后移动,但两者存在一定的相位差, 参

考文献[ 2, 3]认为这是产生嗡鸣的一个重要原因。

在国内最早将 CFD 方法应用于操纵面嗡鸣

问题研究的工作见参考文献[ 4]。本文在参考文献

[ 4, 5]的基础上,给出了一种操纵面嗡鸣的 Hopf

分叉分析方法, 它可以较迅速地确定出现嗡鸣的

临界点,并可清楚地显示出各种有关参数对嗡鸣

的影响。

1　基本方程及数值解法

在一般曲线坐标系下, 二维守恒型 Navier-

Stokes方程的无量纲形式如下

5Q
^

5S
+ 5E
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式中:
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式中: Q为密度; P 为压强; u, v 为笛卡儿坐标系

中的速度分量; S为时间; T 为温度; et 为总内

能, 以上均已无量纲化, P r 为普朗特数; L为粘

性系数等。

在式 ( 2)中:对层流流动 L= Ll , L/ P r= Ll/

Pr l;对湍流流动 L= Ll+ Lt, L/ Pr= Ll / Pr l+ Lt /

Pr t ;式中: Ll 为分子粘性系数; Pr l为分子 Prandt l

数; Lt 为湍流粘性系数; P r t 为湍流 Prandt l数。

本文用 Satherland 公式计算 Ll, 用 Baldwin-Lo-

max双层代数湍流模型计算 Lt。

对于给定的边界条件和初始条件,方程( 1)可

用有限差分方法进行数值求解, 在本文中, 在时间

离散方面,采用隐式方法,并采用 Yoon 及 Jame-

son 提出的 LU 分解进行求解; 在空间离散方面,

对方程的无粘通量采用 Harten 和 Yee 的二阶

TVD格式; 对粘性项,采用二阶中心差分格式进

行计算。在本计算中, 假设边界层全部为湍流, 湍

流模型采用 Baldwin-Lomax 代数模型, 计算中采

用“C”型网格, 垂直物面方向取 41个网格点, 周

向取 153个网格点。

舵面振动方程可写为

D
¨

+ 2FXnD
õ

+ X2
nD= H ( t ) / I ( 3)

式中: Xn为系统的固有频率; F为为相对阻尼; I

为舵面的转动惯量; D为舵偏角; H ( t)为作用在

舵面上的气动力对铰链轴的力矩。在用 Navier-

Stokes 方程求得舵面上的压力分布后,可用数值

积分方法计算对铰链轴的力矩 H 及其系数 Ch。

对方程( 3)进行时间离散,得以下差分方程

Dn+ 1 - 2Dn + Dn - 1

$ t2
+ 2FXn

Dn+ 1 - Dn- 1

2$t
+

X
2
nD

n
= H

n
( t) / I ( 4)

　　舵面受扰后的时间历程,可根据给定的初始

条件及边界条件将舵面振动方程与 Navier-

Stokes方程耦合进行求解以求得。本文在计算中

所采用的初始条件是在 S= 0 时,给舵面偏离平衡

状态一个小的初始偏角 $D0, 计算非定常气动力

计算时所采用的舵面边界条件是

5T
5n

= 0, u = xa, v = ya,
5P
5n

= - Qa õ n ( 5)

式中: a 及 n为舵面上点的加速度及外法线方向

单位向量; x
·

, y
·

及 a 可根据舵面振动的 D
·

, D
¨

确定。

时间推进的具体步骤是:根据已知 n时间步的 H n

( t ) , D
n及 n- 1时间步的 D

n- 1值,由方程( 4)求得

n+ 1时间步的 D
n+ 1, 并生成对应 D

n+ 1的计算网格,

计算每一个网格点上新的矩阵 Nx , Ny, Nt, Gx , Gy , Gt

等,再根据 D
n- 1

, D
n
, D

n+ 1
,采用向后的有限差分,

得出 D
·n+ 1 , D

¨n+ 1 ,由此即可形成 n+ 1时间步的舵

面边界条件, 再求解 Navier -Stokes 方程, 得出

H
n+ 1( t) ,重复以上步骤,即可得出舵面振动的时

间历程。

2　Hopf 分叉分析方法

先简述含参数的动力系统分叉的一般原理。

考虑下列非线性动力系统:

X
õ

= f (X, L) ; X∈ U A R
n
; L∈ V A R

m
( 6)

式中:X 为状态变量; L为参数。

当参数 L连续地变动通过某一 L
*
时,如果系

统式( 6)失去结构稳定性,即系统的拓扑结构发生

突然变化, 则称该系统在 L
*处出现分叉。分叉问

题有多种,下面只讨论在平衡点附近的分叉问题,
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其中主要的一种就是 Hopf分叉。令方程( 6)中的

X
·

等于 0得

f (X, L) = 0 ( 7)

满足式( 7)的 X 称为系统式( 6)的平衡点,它可用

下述牛顿迭代公式计算

DXf
k
(X, L) (X

k+ 1
- X

k
) = f

k
(X, L) ( 8)

式中:DXf (X, L)是在平衡点处的导算子矩阵, 上

标 k, k+ 1表示第 k及第 k+ 1次迭代值,重复上

述迭代计算, 至误差小于某一给定值时为止。

平衡点处的导算子矩阵 DXf (X, L)具有一组

特征值 Ki( 1≤i≤N )。若对于所有的 i, Ki 的实部

均小于零, 则在此平衡点处, 该动力系统是稳定

的。若对于一个或多个 i , Ki 的实部大于零,则系

统在此点不稳定。

若参数 L等于 L
*
时(对应的平衡点为 X

*
) ,

导算子矩阵 DXf (X
*
, L

*
) 有一对纯虚的共轭特

征值 K±= ±iH, 而其他所有的特征值均具有负的

实部,且该特征值满足所谓横截条件即

d
dL

(Real[K± (L) ] ) L= L* ≠ 0 ( 9)

则此平衡点称为 Hopf 分叉点, 通过分叉点, 此动

力系统由稳定变为不稳定, 并将出现周期解,即极

限环振荡
[ 6]
。

上述原理可直接用来分析跨音速操纵面嗡

鸣。在舵面振动方程( 3)中, 令x1= D, x2= D
·

,得到

式( 3)的等价方程

x
õ

1 = x2 ( 10a)

x
õ

2 = - 2FXnx2 - X2
nx 1 + H ( t) / I ( 10b)

在高度一定时,可将Ma∞数作为系统的参数。

为确定系统的平衡点, 可令方程( 10)中 x
·

1=

0, x
·

2= 0得

x2 = 0 ( 11a)

- 2FXnx2 - X2
nx1 + H ( t) / I = 0 ( 11b)

　　满足式( 11)的(x1 , x2)即为系统的平衡点, 它

可用上述牛顿迭代方法或其他方法求得。

若翼面及舵面均是对称的, 且 V∞与翼弦的

夹角为零,则对一系列Ma∞ ,均有下列平衡点,

X =
x 1

x 2
=

0

0
( 12)

系统的向量场为

f (X, Ma∞) =

x2

- 2FXnx2 - X
2
nx1 + H ( t ) / I

( 13)

在平衡点处导算子矩阵为

DXf (X
*
, Ma∞) =

0 1

- X2
n +

1
I
5H
5x1

- 2FXn +
1
I
5H
5x2

( 14)

在式( 14)中,将 D, D
·

代回 x1, x2并求其特征值得

K1, 2 = A(Ma∞) ± iB(Ma∞) ( 15)

式中:

A(Ma∞) = - FXn + 1
2I

5H

5D
õ ( 16)

B(Ma∞) = X
2
n -

1
I
5H
5D

-
1
2I

5H

5D
õ - FXn

2

( 17)

式中: 5H / 5D, 5H / 5D
·

分别表示舵面的铰链力矩对

D及 D
·

的导数, 它们均可用数值计算的方法求

得[ 7, 8]。

由上述讨论可知,若 A(Ma∞) < 0,则在此平

衡点处系统是稳定的, 如当Ma∞等于某一临界值

Ma
*
∞, A( Ma

*
∞ ) = 0 , 且 Ma∞ 继续 增 大时,

A(Ma∞) > 0, 则在此Ma
*
∞将出现 Hopf分叉,系统

由稳定变为不稳定,并将出现极限环振荡。对所讨

论的舵面振动系统来说,即出现操纵面嗡鸣。

不难看出, 特征值的实部 A(Ma∞)正好表示

系统的总阻尼。

值得提出的是:本文是根据舵面振动方程的

平衡方程, 导出系统的导算子矩阵的, 方程只有

x1 , x2两个变量,导算子矩阵的阶数也较低, 只有

2×2阶, 求平衡点及分叉点的计算量均较小, 而

不是像参考文献[ 9]那样,其导算子矩阵是根据翼

剖面振动方程及离散化后的流体动力学方程(在

该文中为欧拉方程)的平衡方程导出的,方程中的

变量较多,除翼剖面振动的运动参数外,还包括流

场中各网格点的流体状态参数,其导算子矩阵的

阶数以及求平衡点及分叉点的计算量比本文大得

多。

3　算例及结构参数对嗡鸣影响的讨论

采用上述方法, 对某一飞机方向舵嗡鸣问题

进行了计算和分析,该飞机垂尾及方向舵剖面简

图见图 1,计算高度为 5000m, 侧滑角为零, 由于

剖面是对称的, 平衡点为(D, D
·

) = ( 0, 0) , 所算得

的 Ch
D
·随Ma∞的变化如图 2所示,由式( 16)算得

A随 Ma∞的变化曲线如图 3 所示。由图可见当

Ma∞= Ma *
∞= 0. 935时, A= 0,此点即为该系统的
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分叉点,图4～图 7给出不同的Ma 数初始扰动为

D0= 1°时,舵面偏角振动的时间历程曲线,图中横

坐标为无因次时间 S;当Ma∞< Ma
*
∞时, D是收敛

的,系统稳定; 当 Ma∞> Ma
*
∞时, 系统不稳定并

出现极限环振荡, 即出现方向舵嗡鸣, 且振幅随

Ma∞的增大而增大。

图 1　垂尾及方向舵剖面简图

图 2　Ch D
·随Ma∞的变化

图 3　A随Ma∞的变化

图 4　舵偏角时间历程

(Ma∞= 0. 92, Xn= 15. 25 Hz, F= 0, D0= 1°)

上述结果表明, 尽管 Hopf 分叉分析方法和

时间历程法是两种不同的方法,但在操纵面嗡鸣

的计算上,却取得了相当一致的结果,这也从一个

方面说明本文所给出的操纵面嗡鸣的 Hopf 分析

方法是合理的。

图 8( a)、图 8( b)给出Ma∞= 0. 98不同的舵

偏角时翼面周围流场的等压线,由图可以看出激

波位置随舵偏角改变而改变,这表明在舵面振动

中激波在舵面上是运动的。

下面以本文的模型为例讨论结构参数对嗡鸣

的影响, 阻尼系数 F对嗡鸣的影响是明显的。由式

( 16)可见, F值的增加, 使 A(Ma∞)的值向负的方

图 5　舵偏角时间历程

(Ma∞= 0. 94, Xn= 15. 25 Hz, F= 0, D0= 1°)

图 6　舵偏角时间历程

(Ma∞= 0. 96, Xn= 15. 25 Hz, F= 0, D0= 1°)

图 7　舵偏角时间历程

(Ma∞= 0. 98, Xn= 15. 25 Hz, F= 0, D0= 1°)
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图 8　流场的等压线

( a)D= 0°, Ma∞= 0. 98; ( b) D= - 9. 5°, Ma∞= 0. 98

向变化,使系统趋于稳定。图 9～图 10给出不同

的 F值时舵面振动的时间历程曲线,由图可见, 对

于原来 F= 0出现极限环振荡的Ma 数(如Ma∞=

0. 98) , 当 F= 0. 152, 极限环振荡减弱, F= 0. 243

时,出现振荡收敛。

图 9　F= 0. 152 时舵偏角的时间历程

(Ma∞= 0. 98, Xn= 15. 25Hz, D0= 1°)

图 10　F= 0. 243 时舵偏角的时间历程

(Ma∞= 0. 98, Xn= 15. 25Hz, D0= 1°)

舵面的旋转固有频率 Xn, 对于操纵面嗡鸣亦

有较大的影响, 在工程实践上,曾广泛采用增加

Xn 来防止操纵面嗡鸣, 并取得了良好的效果[ 10]。

本文的计算结果也证实了这一点。图 11 给出

Ma∞= 0. 98时 Ch D·随 Xn 变化的曲线。由图可见,

随着 Xn的增加, Ch
D
·的正值逐渐减小,最后变为负

值,使系统变为稳定,对应的舵面振动时间历程曲

线如图 7、图 12、图 13所示。

图 11　Ch
D
·随系统的固有频率 Xn 的变化曲线

(Ma∞= 0. 98, F= 0)

图 12　Xn= 30. 5Hz时舵偏角的时间历程

(Ma∞= 0. 98, F= 0, D0= 1°)

图 13　Xn= 38. 1Hz时舵偏角的时间历程

(Ma∞= 0. 98, F= 0, D0= 1°)

实际计算表明,随着 Xn的增加,舵面受扰后

振动的频率也随之增大, 使得舵面气动阻尼系数

由正值变为负值, 对嗡鸣起到了抑制作用。

如果在增加 Xn 时, 系统的阻尼系数 F不等于

零,则由方程( 3)及式( 16)均可看出,此时 Xn的增

加,对嗡鸣可起到更有效的抑制作用。

改变舵面的转动惯量,对舵面嗡鸣特性亦有

较大的影响。本文曾取Ma∞= 0. 98对所给算例进

行了计算, 结果表明, I 增加, 嗡鸣的强度增加, 振

幅增大,反之,则强度减弱, 振幅减小。这一问题也

可用上述类似方法进行分析。因限于篇幅,详细计

算结果及讨论,这里不再列出。
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本文的计算结果, 与该机飞行试验的结果是

接近的。参考文献[ 10]指出:在 H = 5000m,Ma∞

= 0. 94左右时,该机方向舵开始振动,发生嗡鸣,

并随Ma∞的增大而加剧,至Ma∞= 1. 2时振动消

失,其振动频率及振幅与本文的计算结果均比较

一致。

4　结束语

本文给出跨音速操纵面嗡鸣一个 Hopf 分叉

分析方法,该方法的主要优点是可以迅速地确定

嗡鸣所发生的Ma 数,并便于分析一些参数对嗡

鸣的影响,将此方法与振动时间历程的计算相结

合,给预测和防止飞机跨音速操纵面嗡鸣提供了

一个十分有用的手段。

由于本文的计算是二维的, 与三维试验结果

不可能完全一致, 三维的嗡鸣计算现正在进行中。

　　致　谢　本课题的研究得到龚鑫茂副总师的

大力支持,特此致谢。
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