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单环法求解基于可靠性的设计优化问题 
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【摘要】在结构设计中，为获得高可靠性和安全性的机械结构，基于可靠性的设计优化受到了越来越多的关注。基于可

靠性分析方法，分别提出了基于可靠性指数法和性能评估法的单环法，直接将基于可靠性的设计优化问题转化为确定性优化

设计问题求解。典型算例表明，该方法是有效和高效的。 
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Abstract  In structural design, the reliability-based design optimization (RBDO) has received increasing 

attention for high reliability and safety. This paper proposes two single-loop methods based on reliability index 
approach and performance measure approach for RBDO. These two methods directly transform the original RBDO 
problem into a deterministic optimization. Two well-known RBDO problems are utilized to demonstrate 
efficiencies of the proposed methods. 
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与确定性优化设计不同，在基于可靠性的设计

优化(RBDO)数学模型中含有可靠性约束(概率约

束)。直接求解RBDO问题时存在两个嵌套环，即最

小化外部环目标函数的同时调用内部环进行可靠性

分析(分析可靠性约束的可行性)。为减少求解RBDO

的计算量，根据文献[1]，现有的方法大致可分为： 

1) 提高可靠性分析方法的效率，包括修改可靠

性约束如可靠性指数法(RIA)、性能评估法(PMA)和

改进的PMA方法[2-5]，以及提高寻找最可能失效点

(most probable point，MPP)算法的效率如HMV 
(hybrid mean value)[6]和改进的HMV (HMV+)[7]。 

2) 将嵌套环的求解形式解开，如 SORA 

(sequential optimization and reliability assessment) [8]、

改进的SORA[9]、单环法[10]。 

3) 自适应环法[11]以及自适应序列线性规划策

略[12]等。 

上述方法虽在一定程度上提高了求解效率，但

求解过程中仍需进行计算费用较高的MPP搜索。文

献[1]采用RDS (reliability design space)概念，提出了

一种将RBDO问题转换为确定性优化设计问题求解

的方法。分别基于RIA和PMA，本文提出了单环法，

直接将基于可靠性的设计优化问题转化为确定性优

化设计问题求解。 

1  RBDO 

1.1  RBDO模型 

RBDO的数学模型为[8]： 

,

L U

L U

min ( , , )

s.t. Prob( ( , , ) 0)       1,2, ,

 ( , , ) 0      1,2, ,
i i

j

f

G R i n

g j m

=

=

L

L

≥ ≥

≥

≤ ≤

≤ ≤

X
X Pd µ

X P

X X X

d µ µ

d X P

d µ µ

d d d

µ µ µ

  

(1)

 

式中， X Pd µ µ、 、 分别为确定性的设计变量、随机

变量的均值和随机参数的均值， Xd µ、 为RBDO中

设计变量， Pµ 值已知； ( )f ×为目标函数； ( )iG ×为功

能函数， 1,2 ,i n= L， ；Prob( ( , , ) 0)iG ≥d X P 为安全

概率(安全形式定义为 ( , , ) 0iG ≥d X P )； iR 为第i个
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功能函数要求达到的目标可靠性； ( )jg ×为确定性的

约束函数，  1,2, ,j m= L ；“L”和“U”分别代表下

界和上界。 

假设所有随机变量和参数相互独立，概率

Prob( ( , , ) 0)iG ≥d X P 是一多维积分，其表达式为： 

,
( , , ) 0

Prob( ( , , ) 0) ( , )d d
i

i
G
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≥

≥ X P
d X P
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式中， , ( , )fX P x p 为 X 和 P 的联合概率密度函数。

目前常用的评估可靠性约束可行性的方法有RIA和

PMA[3-8]。 

1.2  RIA 

式(1)中的概率约束可转化为[3-4]： 

0i rib b- ≥  

式中， ib为可靠性指数； ( )ri iRFb = ，F为标准正

态随机变量的累积分布函数。采用RIA进行可靠性

分析时，需要使用Rosenblatt转化将所有随机变量和

参数转化为U空间中的标准正态随机变量和参数

U ，然后求解优化问题： 
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式(2)的最优解为MPP *U ，由MPP进而获得可靠性指

数 ib。X空间中的MPP可通过逆Rosenblatt转化获得。 

1.3  PMA 

式(1)中的概率约束可转化为 0iR
iG ≥ [3-4,8]。首先

将所有随机变量和参数转化为U空间中的标准正态

随机变量和参数， iR
iG 的值可通过求解以下优化问

题获得： 
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式(3)的最优解为MPP *U ； ( )iRG G *= U 。 

2  求解RBDO的单环法 

当随机变量和参数不是正态分布时，在某点 X¢

处等价的正态分布的均值和方差[9]为： 
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式中， xf 和 xF 分别为随机变量 X 的概率密度函数和

累积分布函数；f为标准正态随机变量的概率密度

函数。因此，本文主要讨论随机变量和参数服从正

态分布的情形。当随机变量X～ ( , )N m s ( m为均值，

s为标准差)，U空间中相应的标准正态变量U 为： 
X

U
m

s

-
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2.1  基于RIA的单环法(SRIA) 

采用一次二阶矩法，在RIA方法中的可靠性指

数[1]为： 
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式中， ( / )i jG U *¶ ¶ 为 iG 在U空间MPP处的偏导数。

在RIA中为满足可靠性约束需 0i rib b- ≥ ，在U空间

MPP处有： 
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由式(4)可得： 
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由式(4)、式(6)、式(7)可得： 
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为满足可靠性约束需 0i rib b- ≥ ，可得： 
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式中， ( / )i jG X *¶ ¶ 为 iG 在X空间MPP处的导数，并

且在MPP点处，有： 
( ) 0iG * =X              (10) 

由此，可靠性约束Prob( ( , , ) 0)i iG R≥ ≥d X P 转化为

确定性约束(式(9)、式(10))。 

2.2  基于PMA的单环法(SPMA) 

在PMA中，为满足可靠性约束需 0iR
iG ≥ ，在U

空间MPP处有： 
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由式(4)、(7)和(11)可得： 
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为满足可靠性约束，有： 
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( ) 0iG *≥X               (13) 

由此，可靠性约束Prob( ( , , ) 0)i iG R≥ ≥d X P 转化为

确定性约束(式(12)、式(13))。式(12)、式(13)与文 

献[1]中得到的结果是等价的。 

将式(9)、式(10)或式(12)、式(13)替代RBDO中

的可靠性约束，则RBDO转化为确定性优化问题。

本文将各可靠性约束相应的MPP作为确定性优化问

题额外的设计变量。 

3  算  例 

3.1  数学算例 

算例的数学模型为[1]： 
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为与文献[1]中的方法进行比较，本文采用与文

献[1]相同的优化方法(Matlab中的“fmincon”)求解。

表1列出不同方法的优化结果，第1～3列分别为

DLP/PMA、SORA和Single loop的优化结果[10]，第5

列为文献[1]方法的优化结果，第5～6列分别为SRIA

和SPMA的优化结果(起始点均为[5 5 5 5 5 5 5 5])。 

表1  不同方法的优化结果 

方法 DLP/PMA SORA Single loop RDS SRIA SPMA 

m1 3.439 1 3.440 9 3.439 1 3.440 6 3.439 1 3.439 1 

m2 3.286 6 3.290 9 3.286 4 3.280 0 3.286 6 3.286 6 

f(µ) 6.725 7 6.731 8 6.725 5 6.720 5 6.725 7 6.725 7 

 约束 

G1(X
*) 0 0 0 0 -0.792 

7×10-13 
0 

G2(X
*) 0 0 0 0 0.566 2×10-13 0 

G3(X
*) 0.5 0.507 1 0.509 7 0.512 3 0 0.509 6 

N.I. 4 outer 4 cycles 4 6 7 7 

N.F.E. 1 566 151 19 27 79 79 

 Monte Carlo仿真 

G1(X) 0.998 5 0.998 6 0.998 5 0.998 5 0.998 5 0.998 5 

G2(X) 0.998 9 0.998 9 0.998 8 0.998 8 0.998 9 0.998 9 

G3(X) 1 1 1 1 1 1 

本文提出的方法获得的最优解与DLP/PMA的

最优解相同，优于SORA的最优解；并且该方法所需

函数调用次数显著少于DLP/PMA。由于Single loop

采用的优化路线未知，其函数调用次数少于SRIA和

SPMA的原因需进一步的研究。在RDS方法中，通过

采用功能函数在均值点处的梯度近似其在MPP处的

梯度值，将RBDO问题转换为确定性优化问题[1]。

RDS方法的函数调用次数少于本文方法的原因为：

在该方法中各功能函数的MPP是作为额外的设计变

量，增加了确定性优化问题的求解规模，造成了函

数调用次数的增加。但在RDS方法中，使用功能函

数在MPP处梯度的近似值可能会造成其获得的解并

不是原RBDO的最优解，而本文的方法克服了RDS

的上述不足。SRIA中功能函数值均近似等于零，表

明各可靠性约束均满足；SPMA中功能函数值不小

于零，表明各可靠性约束均满足。Monte Carlo仿真

结果表明各功能函数在SRIA和SPMA最优解处的可

靠性要求均满足。 

3.2  悬臂梁的设计 

悬臂梁设计的数学模型为[1]： 
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式中，t 为宽度；w 为厚度；S 为随机屈服强度；Y

和 Z 分别为独立的垂直和横向的载荷； E 为杨氏模

量； 1 2 3b b= = 为目标可靠性指数。本文采用与文

献[1]相同的优化方法(fmincon)求解，起始点分别为

SRIA[3 3 4´104 700 500 29×106 700 500]和

SPMA[2.255 3 4´104 1 000 500 29×106 1 000 500]。

表2列出了不同方法的优化结果，第1～3列的优化结

果均来自文献[1]。从表2第4行各方法最优解处的目

标函数值可得：该算例中SRIA和SPMA获得的最优

解优于DLP/PMA的最优解；而Single loop、RDS、

SRIA和SPMA获得的最优解处的目标函数值相同，

说明本文方法具有与Single loop、RDS相同的计算准

确性。SRIA中功能函数值近似等于零，说明均可靠

性约束均满足；SPMA中功能函数值均不小于零，

说明均可靠性约束均满足。Monte Carlo仿真结果表

明，各功能函数在SRIA和SPMA最优解处的可靠性

要 求 
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均满足。 

表2  不同悬臂梁设计方法的优化结果 

方法 DLP/PMA Single loop RDS SRIA SPMA 

w 2.478 1 2.447 9 2.446 0 2.446 0 2.446 2 

t 3.842 1 3.889 2 3.892 1 3.892 2 3.891 9 

f 9.521 2 9.520 2 9.520 2 9.520 2 9.520 2 

 约束 

G1
* 0.003 8 0 0 -0.240 8×10-7 0 

G2
* 0.359 3 0.318 4 0.371 9 -0.773 6×10-11 0.244 3 

 Monte Carlo 仿真 

G1 0.998 6 0.998 6 0.998 6 0.998 6 0.998 6 

G2 1.000 0 1.000 0 1.000 0 1.000 0 0.999 9 

4  结  论 

本文基于可靠性分析方法(可靠性指数法和性

能评估法 )，分别提出了相应的单环法 (SRIA和

SPMA)，直接将基于可靠性的设计优化问题转化为

确定性的优化设计问题求解。算例结果表明，本文

提出的方法是有效和高效的。与DLP/PMA优化和可

靠性分析嵌套求解、SORA优化和可靠性分析顺序求

解方式不同，SRIA和SPMA将可靠性约束转化为等

价的确定性约束，使得经优化得到的最优解在满足

可靠性约束的同时最小化目标函数，从而大大降低

了函数调用次数。由于SRIA和SPMA以各可靠性约

束的MPP作为额外的设计变量增加了优化问题的求

解规模，使得函数调用次数多于RDS方法。但RDS

方法中采用各功能函数在均值处的梯度近似其在

MPP处的梯度值，可能导致RDS方法得到的最优解

并非原RBDO的最优解；而SRIA和SPMA克服了

RDS方法的上述不足。对于本文给出的算例，由于

Single loop方法采用的优化路线未知，其函数调用次

数少于SRIA和SPMA的原因需要进一步的研究。 
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