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FFT快速整序算法的对比、改进及实现 
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【摘要】提出了一种改进的用于基2的FFT整序算法。改进算法对逆序表的生成进行改进，同时给出另一种数据交换的方

案。首先，将顺序号分成组号和组员两部分，采用两个数组存储各组号及组员的数，以(0,2,1,3)为初始逆序表，利用已知组员
与组号对应的逆序号的大小关系，求出任意更高阶的逆序表。其次，在数据交换时，避免了常规整序中顺序号与逆序号的比
较运算。在Windows操作系统下编制了相关算法的C++程序，比较了运行效率，实验表明，改进算法效率最高。 
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Abstract A new improved permutation algorithm for radix 2 fast Fourier transforms (FFTs) is discribed. The 

algorithm provides an improved way for obtaining the bit reversal index table and affords an alternative data 
permutation methods. First, The algorithm divides an index with two parts, one is called group-index, which 
represents the index belonging to some group, and the other is called group-member which represents the order in 
the group. And then two arrays are used to store the values of the group-index and group-member power. 
According to the relationship between the bit reversal values of group-index and group-member, any bit reversal 
table can be obtained with the known one, which is (0,2,1,3). Second, when the data are needed to permute, the 
improved algorithm avoids the comparison operations between the index and its corresponding bit reversal value, 
which are required in the general permutation algorithm. In order to test its performance in the windows operation 
systems, several algorithms are programmed with C++ language, and their operation times are compared. The 
experiments show that the performance of the improved algorithm introduced in this paper is superior to that of the 
relative algorithms.    
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整序是FFT算法中的一部分，耗时约占整个算

法过程的20%左右[1]。虽然算法简单，但设计不好会

使效率下降[2]。常规整序算法除了第一个和最后一

个序号，每个序号都要完成求逆序和比较的运算，

运算量相当大[3-4]。研究者为提升整序效率进行了多

种改进，部分算法专门针对硬件实现或并行处理
[5-6]，但对于PC机并不合适。序号分组算法通过已知

的低阶逆序表，用较小序号的逆序值求出较大序号

的逆序值[7-8]，可减少逆序运算次数。在此基础上，

文献[1]和文献[9]提出了任意基的快速整序算法，但

该算法把求逆序以及整序结合在一起，理解困难。 

无论是序号分组算法还是文献[1]提出的算法，

都需要先求得逆序表，然后利用逆序表整序。序号

分组算法求取逆序表的速度比文献[1]的算法更快，

但算法不需要判断顺序号与逆序号的大小，两者各

有优势。如果将两者结合起来，必将提高算法的运

行效率。另外，算法采用递归求逆序表，内存消耗

相当大。本文结合各算法优点，提出改进算法，并

与相关算法比较了运行效率。 

1  算法的基本数学原理 

利用预先存贮的低阶(指数)逆序，可求出高阶逆

序，低阶逆序表和高阶逆序表的关系如定理1所述。 

定理 1  2N 逆序表的前半部分(偶数)由 12N-逆
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序表对应值乘2组成，后半部分(奇数)由前半部分依

次加1组成。 

序号分组法在定理1的基础上，将 2N 逆序表分

成 [( 1) / 2]2 N+ 组 ([] 表示取整 ) 。每一组的数据有
[( 1) / 2]2N N- + ，各组的逆序表呈现如下规律[10]：  

推论 1  第0组的值必然由 [( 1) / 2]2N N- + 逆序表对

应值分别乘以 [( 1) / 2]2 N+ 组成。 

推论 2  第 k ( k =1,2,L , [( 1) / 2]2 N+ -1)组的值与

第0组的对应值的差为常数，该常数为每一组的第0

个值。 

推论 3  第 k ( k =0,1,2,L , [( 1) / 2]2 N+ -1)组的第0

个值与 [( 1) / 2]2 N+ 逆序表中以 k 为索引下标的值相同。 

推论  4 当 N 为偶数时， [( 1) / 2]N + 等于

[( 1) / 2]N N- + ；当 N 为奇数时， [( 1) / 2]N + 比

[( 1) / 2]N N- + 大1。 

给定某序号 i 的二进制表达 0 1 1Na a a -L ，可将其

分 成 两 部 分   
 0 1 [( 1) / 2] 1 [( 1) / 2] [( 1) / 2] 1 N N Na a a a a+ - + + +L L  

 1Na -，每部分对应的十进制值为 k m、 ，并分别称为

组号和组员(表示第 k 组、第m 组员)，对应的公式为： 
[( 1) / 2]2N Ni k m- += × +           (1) 

如果已知 k m、 对应的逆序值为 k mI I、 ，则 i 的

逆序值是： 
[( 1) / 2] [( 1) / 2]2 2N N N

i m k m kI I I I I+ - +¢= × + = × +    (2) 

式中  mI¢为m 在 [( 1) / 2]2 N+ 逆序表中对应的值，当 N

为偶数时， m mI I¢= ； N 为奇数时， 2m mI I¢= ，并有

如下定理[1,9]： 

定理 2  对于 [( 1) / 2]2N Ni k m- += × + ，如果 m 在
[( 1) / 2]2 N+ 逆序表中对应的值 mI¢大于 k ，则逆序值 iI 必

然大于 i ，反之也成立。 

定理2对快速整序提供了很好的理论支持。如果

一个序号 i 由组号 k 以及组员m 表示，对具有同一组

员m 的不同组号 k 的序号 i ，有且只有 mk I¢< 的那些

序号 i 才会交换，而相互交换的序号值可通过式(1)

和式(2)得到，其中 mI¢为m 在 [( 1) / 2]2 N+ 逆序表中对应

的值。 

2  算法设计 

序号分组算法通过递归的形式得到 [( 1) / 2]2 N+ 逆

序表，文献[1]的算法通过序号交换求逆序表，在实

际运行过程中，该算法求逆序表的速度不如序号分

组法，但该算法不需要进行序号比较就可以直接进

行交换。结合两者优点，先采用改进的序号分组法

求出 [( 1) / 2]2 N+ 的逆序表，然后用文献[1]的算法进行数

据交换，整序的效率可得到提升。 

2.1  改进的序号分组法求逆序表[11] 

由序号分组算法可知，如果要对 2N 序列进行整

序，由长为 [( 1) / 2]2 N+ 的逆序表就可以实现。逆序表的

求取可通过递归完成。可以证明，对长为 2N ( 3N≥ )

的序列而言，需要求逆序的最小顺序表长为

4( 2N = )，相应的逆序表是(0,2,1,3)，从而可用此逆

序表生成任何 2N ( 3N≥ )的逆序表。为了消除递归，

改进的逆序表生成算法分两步： 

(1) 指数分解。将顺序号逐次分解为组号和组员

两部分，并用两个数组Key1[5]、Key2[5]存贮组号与

组员的指数(二进制位数)，直到组号对应的指数为2

时为止，并记录下分解轮数 s。 

(2) 逆序表生成。用一个长为 [( 1) / 2]2 N+ 的数组

Data[ [( 1) / 2]2 N+ ]保存逆序表，初始化时设Data[0]=0、

Data[1]=2、Data[2]=1、Data[3]=3，根据指数分解的

结果生成更高阶的逆序表。整个逆序表生成包括3

层循环，最外层是分解轮数，根据轮数序号决定该

轮需要生成的逆序表，逆序表的生成根据组号和组

员实现，相应的公式为： 

2
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式中  k 为组号；m 为组员；Length 为组长度；s为

分解时的运算轮数。运算时从高到低对 s取值，对

应的求逆序过程就是从低阶到高阶。由于是在初始

逆序表的基础上生成，为了防止运算时对初始数据

的破坏，逆序表的生成从最后一组开始(逆序数据的

存贮由后向前)。 

2.2  整序 

整序的方法采用文献[1]的算法提出的方案(即

定理2)用两层循环完成，外层循环给定一个组员

m ( [( 1) / 2]1 < 2N Nm - +≤ )，内层循环则从0组开始，只

要该组号 k 小于组员号m 的逆序，就直接交换(即

0 Data[ ]k m<≤ )。由于每一组的第0个数据不交换，

所以组员m 从1开始。 

3  算法分析 

为了进一步对算法的性能进行分析，选择其中

具有代表性的算法，在Windows XP环境下给出几种

相关算法的程序实现。实验平台的基本情况为：方

正文祥电脑(P4 3.0, 512MDDR)、Windows XP、
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VC2003.net、C++。为了准确获得程序的运行时间，

采用如下策略 [12]：通过调用Query Performance 

Frequency()函数，获得系统的机器内部定时器的时

钟频率，然后在需要严格定时的事件发生之前和发

生之后分别调用Query Performance Counter()函数，

利用两次获得的计数之差除以时钟频率，计算出事

件经历的精确时间。由于Windows本身是分时多任

务操作系统，其运行时间仍然存在一定的误差。几

种算法求逆序表所需的平均时间如表1所示。表中的

Wang算法参见文献[13]。 

表1  求逆序运行时间表      单位：秒 

指数 
标准 
整序 

Wang 
算法 

序号 
分组 

文献[1]
算法 

改进 
算法 

20 0.09 0.01 0.01 0.10 0.01 
21 0.19 0.06 0.03 0.20 0.02 
22 0.40 0.15 0.06 0.37 0.05 
23 0.81 0.32 0.11 0.74 0.10 
24 1.66 0.65 0.21 1.50 0.21 
25 3.36 1.31 0.40 3.02 0.38 
26 6.79 2.6 0.76 6.04 0.73 
27 >1 600 102.95 77.17 461.9 67.40 

 

通过表1，不难得出如下结论： 

(1) 在一定的指数范围内，文献[1]的算法与标准

整序算法的效率相差不大，但是随着指数的增加，

文献[1]的算法比标准整序算法效率更好。 

(2) 序号分组算法与标准整序算法相比，其效率

差异很大，说明改进是很成功的。而本文提出的改

进算法与序号分组算法相比，由于消除了递归，程

序稍复杂，但效率比没有消除递归时有明显的改善。 

从几种算法求逆序表的效率看，改进的算法效

率最高。为了比较传统整序算法、无须逆序数的FFT

整序和改进算法的运行效率，本文设计了一组实验，

对一给定的数组(已知逆序表)进行整序，耗时如表2

所示。表中的第4列即为无须逆序数的FFT整序运行

时间。 

表2  3种FFT整序算法的运行效率对比 

指数 标准 改进 无逆 

20 0.10 0.09 0.05 
21 0.20 0.19 0.11 
22 0.41 0.37 0.24 
23 0.88 0.74 0.50 
24 1.80 1.54 1.10 
25 3.64 3.12 2.22 
26 7.36 6.27 4.60 
27 >1 600 590.71 >1 600 

 
通过表2，有如下结论： 

(1) 改进算法的运算效率优于传统整序算法，平

均节约时间在10%左右，当指数超过27后，本文算

法的优越性更加明显。 

(2) 改进算法在整序方面的效率提升并不如求

逆序表那样明显。表2的算法对比是试验将逆序表转

换成顺序表，因此标准整序算法的效率与表2中的结

果较接近。而改进算法求逆序表的过程所耗费的时

间较少，整序过程也是通过交换完成的，因此整序

过程的时间主要耗费在数据交换上。 

(3) 无须逆序数的FFT整序算法，通过数据交换

的方法进行整序[14]。当N＜27时，其效率比改进算

法要高；当N≥27以后，后者效率远高于前者。这是

由于数据交换的效率与计算机的软硬件环境相关，

尽管后者的数据交换次数要少于前者，但两者使用

存储单元的方式不完全一致，造成了效率差异。  

(4) 逆序表的出现为图像的傅里叶变换的快速

算法提供了很好的保证。由于图像的每一行(列)在进

行傅里叶变换后，都需要整序，而每一行(列)的长度

是一致的，因此整序时计算逆序号的过程都要重复，

如果利用逆序表(只需生成一次)，就可对所有行(列)

进行整序，节约的时间是可观的。 

5  结  论 

采用改进的序号分组算法求出逆序表，消除了

递归；同时借鉴文献[1]的算法的优点，整序时不需

要判断顺序号与逆序号的大小，直接进行数据交换，

节省了判断所需的时间。当序列较短时，基于逆序

表的算法，其效率并不一定优于传统整序算法，但

用于图像傅立叶变换或硬件实现时，改进算法具有

较高的效率。 
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