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L U Zhi2liang , GUO Tong2qing , GUAN De

(Department of Aerodynamics , Nanjing University of Aeronautics and Astronautics , Nanjing 　210016 , China)

摘 　要 : 采用快捷的动态弹性变形技术生成三维块结构动态贴体网格。结构运动方程采用二级精度的龙格

—库塔时间推进。气动力求解则用非定常欧拉方程的双时间有限体积推进 ,外时间为物理时间 ,与结构运动

方程同步 ;对每个真实物理时间步采用五步 Runge2Kutta 时间推进进行虚拟定常迭代。针对可压流颤振计算

中存在的质量不相似问题 ,采用变质量、变刚度的方法计算出质量匹配点处的颤振速压值 ,并根据颤振速压随

质量或刚度倍数的变化趋势 ,得出可用的飞机跨音速颤振速压。对一飞机简化外形的跨音速颤振特性计算得

到了合理的计算结果。
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Abstract : A rapid deforming technique is developed to generate three2dimensional multi2block dynamic attached

meshes. A second2order accuracy Runge2Kutta time stepping is used to solve structural equations of motion and a du2
al2time method is applied to the finite2volume element method for unsteady Euler equations to calculate the aerody2
namic forces , in which the physical time step is synchronous with the structural equations of motion. In a real2time

step , a five2stage Runge2Kutta time stepping is applied to the fictitious steady iterations. Because of mass dissimilari2
ty exiting in flutter calculations for a compressible flow , a method of variable mass and variable stiffness is developed

to calculate the fluttering dynamic pressure at the point of mass similarity , and the flutter characteristics are then ob2
tained in accordance with similarity rule. For completeness , the transonic flutter characteristic results , calculated us2
ing the method , are presented for a simplified fighter model.
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　　目前工程上进行飞机颤振计算一般都采用频

域法[1 ] ,而其中的非定常气动力计算均基于线性

理论的偶极子格网法。跨音速区的颤振计算常采

用极为粗糙的凹坑余量扣除。但各种飞机的跨音

速颤振形态很不相同 ,这样的余量扣除很难准确

估计出飞机的跨音速颤振特性。发展基于非线性

气动方程的跨音速颤振计算方法是一个迫切的研

究任务。

跨音速非定常气动力计算方法分为小扰动方

程、全位势方程[2 ] 、欧拉方程及 N2S 方程解法。

由它们计算得到的非定常气动力也可用于频域法

的颤振计算。同时还可以和结构运动方程耦合求

解 ,在时域内计算广义坐标的响应以判断飞机是

否发生颤振。

本文采用二级精度的龙格 - 库塔时间推进求

解结构运动方程。每个时间步的时域气动力求解

采用非定常欧拉方程的双时间有限体积推进[3 ] ,

外时间为物理时间 ,与结构运动方程同步。对每

个真实物理时间步采用五步 Runge2Kutta 时间推

进进行虚拟定常迭代 ,此时具体解法以 Jame2
son[4 ,5 ]的有限体积解法为基础。

和跨音速颤振试验类似 ,可压流中 ,给定来流

马赫数下计算得到的颤振速压有时存在质量不相

似问题。即 :此时的颤振速压反算得到的气流密

度和飞行条件下的大气密度可能要大很多。为给

出工程实用的颤振速压余度 ,必须进行密度匹配。

本文分别采用变质量、变刚度的方法计算出质量

匹配点处的颤振速压值 ,并根据颤振速压随质量

或刚度倍数的变化趋势 ,得出可用的飞机跨音速

颤振速压。发展出了能用于工程实践的飞机跨音

速颤振计算方法。最后对一飞机简化外形的跨音

速颤振特性进行计算 ,得到了合理的计算结果。
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1 　网格生成

采用代数和椭圆型方程求解相结合的方法生

成简化飞机外型的分区对接静态网格。非定常计

算时采用远场固定、物面随动的动态网格。由于

每一时间步重新生成计算网格过于费时 ,采用近

似简化处理方法 ,生成三维块结构的动态网格。

遵循物面网格随动、远场固定的原则 ,先生成每个

区边界的瞬态表面网格 ,再用快速弹性变形技术

生成各区内网格点的动态坐标[2 ] 。动态网格点

坐标 (以下标 u 表示)可用下式确定

xu = xr - ( xr - xs) ·g (1)

其中 :下标 s 表示作为初值的静态网格点坐标 ;下

标 r 表示流场静态网格点随边界作刚性运动的瞬

间坐标值。而 g 值设为网格点序号的函数

g = max
i - ib

if - ib

2

,
j - jb

jf - jb

2

,
k - kb

kf - kb

2

(2)

其中 :下标 b 表示对应的近边界点 ;下标 f 代表远

边界点。

2 　结构弹性运动方程

经简化的飞机表面点的纵向振动变形可近似

表示为

Z ( x , y , t) = ∑
n

i = 1
hi ( x , y) qi ( t) (3)

而飞机结构弹性运动方程为

Mqtt + Gqt + Kq = A (4)

其中 : n为所取振型数 ; h为各阶振型的模态值 ; q

为广义坐标 ; M , G , K 为广义质量、阻尼和刚度。

取 G = 0 , Kii = ω2
i M ii , ωi = 2πfi 。而广义气动力

A 为

A i =
1
2
ρV 2∮∫ΔCp ( x , y , t) hi ( x , y) d s

　　在瞬间广义气动力 A 已知下 ,结构运动方程

(4) 采用二级精度的龙格 - 库塔时间推进求解。

3 　非定常欧拉方程

311 　控制方程

无量纲三维非定常欧拉方程如下

9 w
9 t

+
9 f
9 x

+
9 g
9 y

+
9 q
9 z

= 0 (5)

其中 :

w =

ρ

ρu

ρv

ρw

ρe

　　　f =

ρU

ρU u + p

ρU v

ρU w

( e + p) U + x t p

g =

ρV

ρV u

ρV v + p

ρV w

( e + p) V + y t p

　q =

ρW

ρW u

ρW v

ρW w + p

( e + p) W + z t p

式中 : p 为压强 ;ρ为密度 ; u , v , w 为速度的分

量 ; U = u - x t ; V = v - y t ; W = w - z t ; x t , y t

和 z t 是网格点在 x , y 和 z 方向上的运动速度 ;γ

为比热比 ; e 为内能与动能之和

e =
1

γ - 1
p
ρ +

1
2

( u2 + v2 + w 2)

　　无量纲的自由流值为

p ∞ = 1 ;ρ∞ = 1 ; e =
1

γ - 1
+

1
2

M 2
∞γ;

u ∞ = γM ∞cosα; v ∞ = γM ∞sinα; w ∞ = 0。

其中 :α为迎角 ;γ通常取值为 114。在某个时间
步上解完欧拉方程后得到物面瞬间压强系数为

Cp =
2

γM 2
∞

( p - 1)

　　在和结构运动方程的耦合求解过程中 ,除了

在把无量纲的气动力系数转化为有量纲的气动力

时注意长度 (或面积) 的量纲匹配外 ,必须注意时

间 t 的转化。

312 　双时间推进

对方程进行适当变形和隐式离散得

d
d t

( Hij , n +1 W ij , n +1) + R ( W ij , n +1) = 0 (6)

式中 :下标 n + 1 代表 n + 1 时间层的面积、通量。

采用二阶时间精度 ,方程 (6)变为

R 3 ( W ij , n +1) = 0 (7)

而

R 3 ( W ij , n +1) =

3 Hij , n +1 W ij , n +1 - 4 Hij , nW ij , n + Hij , n - 1 W ij , n - 1

2Δt
+

R ( W ij , n +1)

　　在方程 (7)中引入虚拟时间

Hij , n +1
d W ij , n +1

dτ + R 3 ( W ij , n +1) = 0 (8)

　　方程 (8)在每步真实时间 t 固定后相当于虚

拟时间τ上的定常欧拉方程。当满足
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d W ij , n +1

dτ = 0 (9)

即满足 R 3 ( W ij , n + 1) = 0。每一次虚拟时间的推

进是为了当地真实时间步的稳定 ,相当于求解定

常欧拉方程。从而与定常解法的各项加速收敛措

施有了继承性。

4 　变质量和变刚度的颤振计算

给定飞机飞行高度和飞行马赫数 ,对求解方

程 (4)后得到的各阶振型广义坐标的时间响应进

行分析可以确定飞机是否发生了颤振。颤振高度

随马赫数的变化组成了飞行颤振边界。在给定马

赫数下 ,如飞机在海平面上不发生颤振 ,工程上还

必须得到具体的颤振速压以确定颤振余度。在本

文所述的可压流时域颤振计算时 ,给定来流马赫

数下可以直接加大来流速压达到颤振临界点。由

于存在质量不相似问题 ,该速压值不能直接认为

是颤振速压。即 :由于来流马赫数给定 ,速度是定

值 ,此时的颤振速压反算得到的气流密度和飞行

条件下的大气密度可能要大很多 ,不满足质量相

似。本文分别采用变质量、变刚度的方法计算出

质量匹配点处的颤振速压值。如果给飞机质量增

加一个倍数 C 时 ,求得的颤振密度与飞行条件下

的大气密度的比值 D 等于这个倍数 ,则该时刻的

速压可以认为是满足质量相似的飞机颤振速压 ,

但飞机质量超重。在保持飞机质量和来流速压不

变的情况下 ,不断减小飞机的刚度也会发生颤振 ,

该刚度与原飞机的刚度差可以认为是该飞机的刚

度余量。很容易知道该刚度倍数的倒数就是上述

变质量下的速压倍数。显然这样做比较省时 ,尽

管此时的飞机刚度也不再是原飞机刚度。综合考

虑颤振速压随质量及刚度倍数的变化趋势 ,可以

确定可用的飞机跨音速颤振速压。

5 　算例及结果

采用本文方法对一飞机的简化模形进行颤振

特性计算。由结构分析给出了机翼一弯、机身一

弯、平尾一弯、机翼一扭、机身二弯、机翼二弯、机

翼二扭 7 阶自振模态和频率 ,同时给出了对应的

质量矩阵。对该带厚度的简化模型生成 H2H 型

网格 ,见图 1。

由双线性插值得到各网格点处的各阶模态

值。在时域内采用非定常欧拉方程求出某时刻的

广义气动力 ,由结构运动方程式 (4)解出广义坐标

值 ,再由方程式 (3)得到下一时刻网格点的坐标值。

图 1 　H2H 型网格局部投影

Fig11 　Local projection of H2H type grid

由此可以得到给定来流马赫数及飞行高度下广义

坐标的时间响应。

只考虑海平面情况 ,取海平面的空气密度为

参考密度。图 2 为来流马赫数 019、飞机刚度为

原刚度的 017 倍时前四阶模态广义坐标值的时间

响应 ,其中横坐标为时间 ,纵坐标为广义坐标 q。

图 3 为飞机刚度是原刚度的 015 倍时前四阶模态

广义坐标的时间响应。由图可见 ,在原刚度的

017 倍时 ,结构处于接近发散状态 (相对发散率为

- 011) ;在 015 倍时 ,结构已经发生颤振 (相对发

散率为 0125) 。临界状态的刚度倍数可以根据二

者的插值得到 ,但由于跨音速时非线性现象比较

严重 ,计算更多的刚度倍数中间值下的广义坐标

时间响应很有必要。

图 2 　M a = 019 , N = 017 时的广义坐标时间响应

　　　Fig12 　Generalized coordinates time response

at M a = 019 and N = 017

图 3 　M a = 019 , N = 015 时的广义坐标时间响应

　　　Fig13 　Generalized coordinates time response

at M a = 019 and N = 015
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　　通过一系列求解和插值 ,得到不同马赫数下

质量匹配点的颤振速压和频率 ,图 4 中的点 ,都满

足质量比相似要求 ,但每个点对应的大气密度和

模型质量却不同。其中 M a = 013 下所得计算结

果与偶极子网格法的计算结果基本吻合 ,从一个

侧面说明了本文方法的正确性。而该算例在跨声

速段由于颤振形态转变颤振速压提高。

图 4 　质量匹配点颤振特性随马赫数的变化趋势

　Fig14 　Flutter characteristics at different Mach numbers

in accordance with mass similarit y rule

6 　结 　论

本文采用结构运动方程和欧拉方程耦合推进

的时域求解方法计算飞机的颤振特性。对所出现

的质量不相似问题采用变质量、变刚度计算加以

解决。形成了能用于工程实践的飞机跨音速颤振

特性计算方法。算例的计算结果说明了本文方法

的有效性。
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