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具有任意边界的弹性力学梁固有特性的解法

谢文剑 , 邢誉峰 , 诸德超
(北京航空航天大学 固体力学研究所 , 北京 　100083)

Solution Methods of Inherent Characteristics of Plane Beam

with Arbitrary Boundary Conditions

XIE Wen2jian , XIN G Yu2feng , ZHU De2chao

( The Solid Mechanics Research Center , Beijing University of Aeronautics and Astronautics , Beijing 　100083 , China)

摘 　要 : 给出了可以用于求解具有任意边界条件的弹性力学梁的固有振动特性的双向展开方法和半解析方

法。这两种方法均把梁看成为平面应力问题 ,不对纵向位移和横向位移作任何假设 ,涉及到的结构刚度和质

量矩阵的元素均为显式。以简支梁固有特性求解问题为例 ,通过对本文结果和解析解进行比较 ,说明了给出

的半解析方法和双向展开方法的精度和效率。
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Abstract : A semi2analytical method and a two2direction expansion method , have been presented and used to find the

natural vibration characteristics of two2dimension beam with arbitrary boundary conditions. In these two methods

there are no any assumptions on the transverse and the longitudinal displacements along x 2axis and z 2axis direc2
tions , i . e. , the beam is considered to be in a state of plane stress , and the elements of structure stiffness and mass

matrices can be given explicitly. The geometrical properties of mode shapes are investigated , and the simply support2
ed beam is taken as an example to discuss the accuracy and efficiency of semi2analytical method and two2direction ex2
pansion method of comparing the results of the two methods and that of the analytical method.
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　　梁的理论主要包括 Euler2Bernoulli (欧拉 - 伯

努利)梁、Timoshenko (铁摩辛柯)梁和各种高阶梁

理论。铁摩辛柯梁理论与欧拉 - 伯努利梁理论都

假设横向位移 w 沿厚度方向不变 ,梁的横截面在

变形后仍为平面。但铁摩辛柯梁考虑了一阶剪切

变形。

Cowper [1 ]于 1968 年改进了一阶铁摩辛柯剪

切梁理论 ; Stephen 和 Levinson [2 ]于 1979 年提出

了考虑截面翘曲变形的二阶梁理论。此后 Red2
dy ,Levinson 等人又相继提出了三阶、四阶等各种

高阶梁理论[3～7 ] 。诸德超[8 ]于 1991 年提出了适

合于复合材料叠层结构静动力分析的截面剪切翘

曲逐步修正理论。这些高阶理论在假设 w 沿厚

度方向不变的基础上 ,对 u 沿厚度方向的变化做

出各种假设。若考虑碰撞等瞬态振动问题时 ,有

必要考虑横向正应变 ,即考虑 w 沿着厚度方向的

变化。

Pagano [9 ]和 Srinivas[10 ]分别得到了简支梁的

静力学问题和动力学问题的弹性力学精确解。虽

然弹性力学解法难以用于除简支之外的其他边界

的情况 ,但其结果可以用于考察其他解法的精度。

用弹性力学平面应力理论来分析梁的有关问

题时 ,只有对两端简支这一特殊情况才可以获得

解析解。为了分析非两端简支梁的静、动力学特

性 ,本文研究了可以用于研究具有任意边界弹性

力学平面梁问题的半解析方法和双向展开方法。

半解析方法和双向展开方法对纵向位移 u

和横向位移 w 在厚度 z 方向和 x 方向均不作任何

假设。本文首先推导了对于均质各向同性材料的

半解析方法和双向展开方法的有关公式 ,然后以

两端简支梁的固有特性求解问题为例 ,对用本文

方法得到的结果和解析解进行了比较 ,说明了半

解析方法和双向展开方法的精度和效率。

1 　半解析方法

平面应力问题本构方程为
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σx = C11εx + C13εz

σz = C13εx + C33εz

τz x = C55γz x

(1)

式中 : C11 = E/ (1 - ν2) ; C13 = Eν/ (1 - ν2) ;

C33 = C11 和 C55 = G ; E , G和ν分别为材料的杨

氏模量、剪切模量和泊松比。梁的长度为 l ,高度

为 h , 见图 1。

图 1 　梁的坐标图

Fig11 　The beam and its coordinate axis

将梁的模态函数 u 和 w 在 z 向展开为 C0 类

升阶谱形函数 ,即

u (ξ,η) = f T u

w (ξ,η) = gT w
(2)

式中 :η = (2 z - h) / h ;ξ = (2 x - l) / l ,列向量

f , g , u 和w 的元素分别为 f i (η) , gj (η) , u i (ξ) 和

w j (ξ) ( i = 1 ,2 , ⋯, N ; j = 1 ,2 , ⋯, M ) 。u i (ξ) 和

w j (ξ) 为待求函数 ,而

f i (η) = <i (η) , gj (η) = <j (η) (3)

式中 : <为通过 Legendre 正交多项式得到的 C0

类升阶谱位移形函数[11 ] 。

<1 (η) =
1
2

(η - 1) , <2 (η) =
1
2

(η+ 1) 　(4a)

<m (η) = ∑
m/ 2

n = 0

( - 1) n

2 nn !

(2 m - 2 n - 3) ! !
( m - 2 n) !

ηm - 2 n

(4b)

式中 : - 1 ≤η≤1 , m ! ! = m ( m - 2) ⋯(2或 1) ,

0 ! ! = 1 , ( - 1) ! ! = 1 , m / 2 只取整数部分 ,

m > 2。

平面应力梁的势能函数的幅值Π max　和动能

系数 T 0为

Πmax =
1
2∫

l

0∫
h

0
u2

, x C11 + w 2
, z C33 +

2 u , x w , z C13 + ( u , z + w , x) 2 C55 d z d x

(5a)

T0 =
1
2∫

l

0∫
h

0
ρ u2 + w 2 d z d x (5b)

根据式 (2)和 Rayleigh 商δΠmax = w 2δT0 ,经过变

分运算后得到关于 u , w 的二阶欧拉方程。引入

p = Du , q = Dw ( D = 9/ 9ξ为微分算子) ,把二

阶欧拉方程变为关于 u , w , p , q 的一阶欧拉方

程 , 也就是系统的状态方程

AX = DBX (6)

式中 : XT = u T , p T , w T , q T ,而非对称矩阵 A

和 B 的子矩阵为 A ij , B ij , ( i , j = 1 ,2 ,3 ,4) 。非零

子矩阵 A ij , B ij 包括

A11 = K55 Huu
11 l / (2 h) - ωHuu

00

A14 = - K13 Huq
01 + K55 Huq

10

A22 = Epp , 　A44 = Eqq

A32 = K13 Hw p
10 - K55 Hw p

01

A33 = K33 Hw w
11 l / (2 h) - ωHw w

00

B12 = 2 Hup
00 h/ l , B21 = Epu

B34 = 2 K55 Hw q
00 h/ l , B43 = Eqw

式中 : Kij = Cij / C11 ;ω = ω2 hlρ/ (2 C11) ;ω为系

统固有角频率 ;ρ为质量密度 ; E 为对角单位矩

阵 ,矩阵 H , E 的上标“ab”表示维数 ,即列向量 a

和 b 的维数分别为对应矩阵的行数和列数 ,如若

“ab”= ′uq′,则 H 的行数和列数分别为 N 和 M 。

而 H 的元素为

H11 ( i , j) = 2∫
1

- 1
<i ,ξ(ξ) <j ,ξ(ξ) dξ (7a)

H00 ( i , j) =
1
2∫

1

- 1
<i (ξ) <j (ξ) dξ (7b)

H01 ( i , j) =∫
1

- 1
<i (ξ) <j ,ξ(ξ) dξ (7c)

并且 , H01 = H T
10 。文献 [11 ]中给出了 H 矩阵所

有元素的显式 ,无须进行数值积分计算 ,从而避免

了形成质量矩阵和刚度矩阵时数值积分带来的误

差。式 (6)相当于把求解关于 u , w 的二阶微分方

程组的本征值问题变为广义特征值的求解问题。

通过求解广义特征值问题 (式 (6) ) 就可以得到特

征向量 X 和特征值 D ,进而有

u (ξ) = Gu (ξ) C , w (ξ) = Gw (ξ) C

p (ξ) = Gp (ξ) C , q (ξ) = Gq (ξ) C
(8)

式中 : C T = { C1 　C2 　⋯　C2 ( N + M ) } 为待定参

数 ,需要根据梁两端的边界条件来确定 ,矩阵 G

的元素为

Glk , u (ξ) = X l , ke D
k
ξ, 　Glk , w (ξ) = X k ,2 N + le D

k
ξ

Glk , p (ξ) = X k , N + le D
k
ξ, 　Glk , q (ξ) = X k ,2 N + M + le D

k
ξ

其中 : X k
l 为与特征值Dk 相对应的特征向量 Xk 的

第 l 个元素 , k = 1 , ⋯,2 ( N + M ) 。对 Gu 和 Gp ,

l = 1 , ⋯, N ;对 Gw 和 Gq , l = 1 , ⋯, M 。表 1给出

了边界条件。

将式 (8) 代入表 1给出的边界条件 ,就可以得

到关于 C 的齐次方程组

GC = 0 (9)
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表 1 　半解析方法中梁的边界条件

　　　Table 1 　Boundary conditions of beam for the
semi2analytical method

强制条件 自然边界条件

简支端　w = 0 Hup
00 p = 0

固定端　u = 0

　　　　w = 0

自由端
2 K11 hl - 1 Hup

00 p + K13 Huw
01 w = 0

2 hl - 1 Hwq
00 q + Hw u

01 u = 0 　　　

式中 :系数矩阵 G 取决于梁的边界条件 ,若其行

列式为零 ,则对应的频率就是结构的固有频率 ,由

式 (2)可以得到对应该频率的模态函数。

这种方法不局限于简支梁 ,适合其他任何边

界条件。这种方法的特点是将模态函数沿着 z 向

的分布规律展开为升阶谱形函数的形式 ,沿着 x

方向的分布规律则由微分方程来确定 ,并且严格

满足 x 方向的边界条件 , 因此这种方法为一种半

解析方法。它不但适用于各向同性材料 ,还可以

应用于正交各向异性复合材料。

2 　双向展开方法

该方法把模态函数 u 和 w 在 z 方向 (横向) 和

x 方向 (纵向) 均展开成为已知的 C0 类升阶谱形

函数 ,即

u (ξ,η) = U TΦ

w (ξ,η) = W TΦ
(10)

其中 :列向量 Φ的元素Φij = <i (ξ) <j (η) ( i = 1 ,

2 , ⋯, I ; j = 1 ,2 , ⋯, N ) 为两个一维 C0 类升阶谱

形函数的乘积 ; I , N 分别为模态函数沿着 x 和 z

方向的展开阶次 ; U , W 为广义位移列向量。值得

注意的是 ,这里列向量的下标用了两个整数。U ij ,

W ij 与Φij 相对应 , U 1 j , W 1 j 和 U 2 j , W 2 j ( j = 1 ,2)

表示梁两端的结点位移。根据式 (10) 和 Rayleigh

商得到如下广义特征值问题

KX = λM X (11)

其中 : XT = { U T 　W T} ; K , M 为无因次刚度矩

阵和质量矩阵 ; λ = ω2 hlρ/ C11 为无因次频率。

并且 K , M 的所有元素具有显式 ,这为减少数值

计算误差和建立自适应算法提供了条件。

K =
Kx + Kz z 　Kxz + Kγxz

KT
xz + KT

γxz 　Kz + Kx x

M =
M x 　0 　

　0 　M z

令 　 r = ( i - 1) N + m , 　c = ( j - 1) N + n ;

i , j = 1 , ⋯, I ; m , n = 1 , ⋯, N 。刚度矩阵 K 和

质量矩阵 M 的子矩阵的元素分别为

k x
r , c = H11 ( i , j) H00 ( m , n) h/ l

kz
r , c = K33 H00 ( i , j) H11 ( m , n) l/ h

k xz
r , c = K13 H10 ( i , j) H01 ( m , n)

kz z
r , c = K55 H00 ( i , j) H11 ( m , n) l/ h

k x x
r , c = K55 H11 ( i , j) H00 ( m , n) l/ h

k
γxz
r , c = K55 H01 ( i , j) H10 ( m , n)

m x
r , c = H00 ( i , j) H00 ( m , n)

m z
r , c = H00 ( i , j) H00 ( m , n)

(12)

其中 :矩阵 H 元素的计算式同式 (7) ,同样具有显

式。H ( i , j ) 为对ξ进行积分得到的结果 ,而 H

( m , n) 为对η进行积分得到的结果。

在式 (11)中引入梁的位移边界条件 (见表 2 ,

表中 j = 1 ,2 , ⋯, N ) ,求解该特征问题就可以得

到特征向量和特征值 ,进而根据式 (10) 得到系统

的模态函数。这种方法实际上是升阶谱有限元方

法 , I , N 取值的大小决定了这种方法的精度和计

算量。

表 2 　双向展开方法中的位移边界条件

　　Table 2 　Displace boundary conditions for the two
direction expansion method

固支端 简支端

边界条件 U 1 j = W 1 j = 0 W 1 j = 0

3 　数值分析

本文旨在研究用半解析方法和双向展开方法

在计算一定数量的频率时的展开阶次和精度的关

系。显然展开阶次愈高 ,计算量愈大。

考虑简支梁 ,其无量纲参数如下 : h = 1 , 宽

度 b = 1 ,ρ = 01002 , E = 212 ×106 ,ν = 013 ,长

高比 l / h = 4。对于简支梁 ,可以用弹性力学的方

法得到模态函数的解析形式

u ( x , z ) = φ( z ) cos ( mπx / l)

w ( x , z ) = ψ( z ) sin ( mπx / l)
(13)

式中 : m 为一整数 ,代表模态在 x 方向的半波数 ,

φ,ψ要通过解微分方程来确定 ,对任意一个 m ,

可以获得无穷多个固有频率ωm n ( n = 1 ,2 , ⋯) ,

并且可以根据式 (13)确定模态函数。

对于简支梁 ,对应同一个半波数 m , Euler 梁

只有一个固有频率 ,对应的模态是弯曲模态 ;

Timoshenko 梁有两个固有频率 ,对应的模态一个

以弯曲为主 ,一个以剪切为主 ;而弹性力学平面梁

将有无限多个固有频率 ,其中不同的频率对应不
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同的“厚度模态”,第 1 个频率ωm1 代表“弯曲模

态”,其他为“拉伸模态”、“转动模态”及各种组合

模态 ,参见图 2。

图 2 　简支梁模态示意图

Fig12 　Mode sketches of beam

　　在下面频率的数值计算中 ,双向展开法公式

(10)中 I 始终等于 10 ,半解析方法中 N = M 。表

3 给出用欧拉梁、铁摩辛柯梁和弹性力学 3 种方

法计算得到的频率。表 4 中频率的精确值是用弹

性力学方法得到的 ,具体数值见表 3。表 4 给出

了用半解析方法 ( SAM) 和双向展开方法 ( TEM)

求得和精确频率相同 (取前 10 位有效数字进行比

较)的频率时所需要的 z 向分布函数展开次数

N 。
表 3 　梁的固有频率(ωmn)的比较

Table 3 　Comparisons of natural frequencies ωmn of beam

n m = 1 m = 2

欧拉梁 1 59051891040 23623156416

铁摩辛柯梁
1 54391289456 18261173677

2 77456120633 92281185287

1 53961320123 17890148034

弹性力学梁 2 25988187227 51510132425

(前 4 阶) 3 70908155749 85223146363

4 10645916220 10361711102

从表 4 可以看出 ,若 x 方向半波数 m 不变 ,

则随着的 n 增加 ,也就是厚度模态的阶次愈来愈

高时 , N 基本上越来越大 , n = 2 对应的模态性质

主要为拉伸模态 , 厚度方向特征不明显 , 因此 N

值相对较小。若 n 不变 ,则随着 m 的增加 , N 基本

上保持不变。

表 4 中对应双向展开方法的部分整数为

N (·) ,其中实数“·”表示当 N 等于或大于当前值

时用双向展开法求得的频率值 ,它的前 10 位有效

数字还不能和精确解的相同。之所以当 m = 2 时

出现了这种现象 ,是因为此时模态函数在 x 方向

为 2 个半波 ,而这里假设 I = 10 已经不能在给定

精度上逼近 2个半波 ,但频率不同的位数在最后 3

位。随着 m 的增加 ( m ≥3) , 在 x 方向继续用

I = 10 进行计算将导致越来越大的误差。
表 4 　两种方法展开的次数 N

Table 4 　The number N of SAM and TEM

ωmn (rad/ s)的

精确解 ,见表 3

l/ h = 4

SAM TEM

ω11 7 7

ω12 6 6

ω13 9 9

ω14 10 10

ω21 7 8 (17890148064)

ω22 7 7 (51510132550)

ω23 9 9 (85223146257)

ω24 10 10
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随着 m 和 n 的增大 ,模态函数在 x 和 z 两个

方向的半波数愈来愈大 ,如果精度要求不变 ,则需

要的 I 和 N 也就愈来愈大。

4 　结 　论

本文给出了可以用于求解具有任意边界条件

的弹性力学梁的固有特性的半解析法和双向展开

法 ,以简支梁为例 ,把本文结果与精确解进行了比

较 ,结果说明了本文方法的有效性。半解析方法

的解严格满足梁两端的边界条件 ,其精度和效率

都由 N 和 M 来决定。若同时增加 I 和 N ,用双向

展开方法同样可以得到满足给定精度的解 , I 和

N 的选择完全取决于待解问题的性质和要求。在

双向展开方法中 ,结构刚度和质量矩阵具有继承

性 ,并且其元素具有显式 ,解决了形成刚度矩阵和

质量矩阵的积分误差问题 ,因此双向展开方法适

合于发展成为自适应算法。

通过对模态几何特征的分析可以清楚地看

到 ,厚度的影响是值得重视的。尤其在研究瞬态

响应等高频振动问题或短梁动态响应问题时 ,有

必要考虑梁横向位移在厚度方向的变化 ,关于厚

度效应对冲击载荷的影响将在另文给出。
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