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ABSTRACT: The signal spectral leakage and fence effect are 
prone to take place during the power harmonic analysis by fast 
Fourier transform (FFT) under non-synchronous sampling. 
Although the signal spectral leakage can be effectively 
inhibited by weighted window function, however the inhibiting 
ability of classical window function is restricted by the 
behavior of sidelobe. Based on the analysis on spectrum 
characteristic of Nuttall window, a new type of window 
function, namely the Nuttall self-convolution window, is 
obtained by several Nuttall window self-convolution operations. 
Analyzing the behaviors of mainlobe and sidelobe of Nuttall 
self-convolution window, an improved FFT harmonic analysis 
method adopting weighted Nuttall self-convolution window is 
developed. The excellent sidelobe performance of Nuttall 
self-convolution window can effectively suppress the 
influcence of signal spectral leakage than classical window 
function and the improved FFT algorithm can effectively 
remedy the defect in frquency resolution reduction brought 
about by convolution. Simulation results show that Nuttall 
self-convolution window can well suppress frequency spectral 
leakage; the improved FFT algorithm can effectively modify 
the results; and the accuracy of harmonic parameter estimation 
by the proposed method is better than that by classical window 
function. 

KEY WORDS: harmonic analysis; Nuttall self-convolution 
window; sidelobe behavior; fast Fourier transform 

摘要：在非同步采样下，采用快速傅里叶变换(fast Fourier 
transform，FFT)进行电力谐波分析容易造成频谱泄露和栅栏

效应。窗函数加权可有效抑制频谱泄漏，但经典窗函数的抑

制能力受旁瓣性能的制约。分析了纳托尔(Nuttall)窗的频谱

特性后，提出了一种通过若干 Nuttall 窗自卷积运算得到的 
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新型窗函数——Nuttall 自卷积窗。分析了 Nuttall 自卷积窗

的主瓣、旁瓣性能，建立了 Nuttall 自卷积窗加权的改进 FFT
谐波分析方法。与经典窗函数相比，Nuttall 自卷积窗优良的

旁瓣性能可有效抑制频谱泄漏的影响，改进 FFT 算法能有

效克服卷积带来的频率分辨率降低的问题。仿真结果表明，

Nuttall 自卷积窗抑制频谱泄漏效果好，改进 FFT 算法能对

结果进行有效修正，谐波参数估计准确度优于经典窗函数。 

关键词：谐波分析；纳托尔(Nuttall)自卷积窗；旁瓣性能；

快速傅里叶变换 

0  引言 

随着智能电网建设的全面展开，越来越多的分

布式发电和储能设备并网运行，将对电网的电能质

量产生影响。谐波作为电能质量的一个重要指标，

对其准确检测与分析能够为谐波双向潮流计算、谐

波电能计量、谐波抑制与补偿等提供科学依据[1-3]，

对提高能源利用率、维护绿色电力环境、确保电网

运行安全具有重要意义。 
与传统方法 [4-6]相比，快速傅里叶变换 (fast 

Fourier transform，FFT)更易于嵌入式系统实现，且

计算效率更高，在电力谐波分析中得到了广泛应用。

但电网频率非恒定值，且现有数据采集系统大都采

用恒定采样率[7]，同步采样和整周期截断难以严格

实现，造成频谱泄漏和栅栏效应。合适的窗函数

可以改善频谱泄露产生的影响，在矩形窗的基础

上，国内外学者提出了结合各种窗函数的双谱线

或多谱线插值 FFT 算法[8-15]，在一定程度上提高了

电力系统谐波分析的准确度。但由于经典窗和矩

形卷积窗的旁瓣特性不够理想，对频谱泄漏的抑

制能力有限，谐波间的相互干扰不可忽略，影响

参数计算精度。 
为满足复杂信号谐波分析的高准确度需求，本
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文将提出一种新型窗函数——纳托尔(Nuttall)自卷

积窗，通过 4 项 5 阶 Nuttall 窗[16]进行 p 阶自卷积运

算得到。并分析卷积阶数 p 对主瓣、旁瓣性能的影

响，阐述基于 Nuttall 自卷积窗改进 FFT 的谐波分

析算法。 

1  Nuttall 自卷积窗及其频谱特性 

1.1  Nuttall 自卷积窗 
典型 Nuttall 窗的离散时域表达式为 
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式中：n=0,1,…,N−1；M 为窗函数的项数；bm 满足
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由式(1)可得典型 Nuttall 窗的离散傅里叶变换

(discrete Fourier transform，DFT)为 
1

0
( ) ( 1) [ ( ) ( )]

2

M
m m

R R
m

b
W W m W mω ω ω

−

=

= − − + +∑   (3) 

式中：ω为角频率；WR()为矩形窗的 DFT 表达式。 
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一般情况下 N>>1，可得式(3)的简化表达式为 
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定义 Nuttall 自卷积窗由若干个 Nuttall 窗进行

自卷积运算得到，即 
( ) ( ) ( ) ( )

p

cw n w n w n w n= ∗ ∗"����	���
          (6) 

式中 p 为参与卷积的 Nuttall 窗个数，称为 Nuttall
自卷积窗的阶数。长度为 Nc1=N 的 Nuttall 窗经过

p−1 阶自卷积运算得到长度为 Nc=pN−p−1 的序列，

在卷积序列前后补零，即可得到 p 阶 Nuttall 自卷积

窗，其长度为 Nc=pN。p=1 时即为 1 阶 Nuttall 自卷

积窗。 
根据卷积定理，函数在时域卷积等效于频域相

乘，因此 p 阶 Nuttall 自卷积窗 wc(n)的频率响应为 
( ) [ ( )]p

cW Wω ω=              (7) 
根据参数 bm 的不同取值，典型 Nuttall 窗可以

得到 6 种不同表达式，对应的幅频响应曲线如图 1
所示。可以看出，4 项 5 阶 Nuttall 窗具有最快的

旁瓣衰减速率，高达 42 dB/oct。因此选择 4 项 5
阶 Nuttall 窗进行自卷积运算，构建 Nuttall 自卷  
积窗。 
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图 1  典型 Nuttall 窗的幅频响应曲线 

Fig. 1  Frequency response of Nuttall windows 

1.2  Nuttall 自卷积窗的频谱特性 
1.2.1  主瓣特性 

窗函数的频谱特性主要包括主瓣宽度、旁瓣峰

值电平以及旁瓣衰减速率。主瓣越宽，频率分辨率 
越低；旁瓣越大，泄漏越多；旁瓣衰减越快，对泄

漏的抑制能力则越强。 
窗函数的主瓣宽度(mainlobe bandwidth，MB)

定义为频域原点两侧最近的两个零值点之间的距

离，其单位为频谱分辨率Δω。根据 DFT 理论，p
阶 Nuttall 自卷积窗的频谱以 2π为周期，关于频域

原点对称。因此 p 阶 Nuttall 自卷积窗的主瓣宽度为

频域原点左侧或右侧最近零值点与频域原点间距

离的 2 倍。 
在 DFT 中，频谱分瓣率(谱线间隔)Δω=2π/Ν，

则 
2 / Nω ωλ λ= Δ = π             (8) 

式中λ=0, 1,2,…,N/2−1。假设 G(λ)=|Wc(λ)|，由式

(5)(7)(8)可得 
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当λ>m 时，将式(9)中(λ2−m2)−1 按级数展开得 
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由式(10)可以看出，G(λ)=0 需满足 
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当θ=0，即λ=M 时，G(λ)第一次达到零点，则

Nuttall 自卷积窗的 MB 为 
4B cM pM N= π/            (12) 

可见，Nuttall 自卷积窗的 MB 等于参与卷积的

Nuttall 窗的 MB。当 p 阶 Nuttall 自卷积窗的序列长

度 Nc为定值时，由 Nc=pN1 可知，N1的取值与卷积

阶数 p 成反比，因而固定序列长度的 Nuttall 自卷积

窗的主瓣宽度取决于卷积阶数 p，卷积阶数越高，

主瓣越宽。 
1.2.2  旁瓣特性 

Nuttall 自卷积窗的各旁瓣区间为 2π/N，由前文

分析可知，G(λ)在各旁瓣区间的中心点(λ=M+θ+0.5)
处具有旁瓣峰值，且旁瓣峰值随λ的增加而减小。

当θ=0，即λ=M+0.5 时，G(λ)具有最大旁瓣峰值。 
4 项 5 阶 Nuttall 窗的长度 Nc1=50 时，1~3 阶

Nuttall 自卷积窗的幅频响应曲线如图 2 所示。可以

看出，在主瓣宽度不变的情况下，随着卷积阶数 p
的增加，Nuttall 自卷积窗的旁瓣峰值电平随 p 的增

加而迅速降低，旁瓣衰减速率随 p 的增加而迅速增

加。其旁瓣峰值电平(Psl)、旁瓣衰减速率(Dsl)与卷

积阶数 p 有如下近似关系 
60.95slP p≈ −              (13) 
42slD p≈                (14) 
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图 2  4 项 5 阶 Nuttall 自卷积窗的幅频响应曲线 

Fig. 2  Frequency response of the Nuttall 
self-convolution windows 

Nuttall 自卷积窗与经典窗函数的频谱特性比

较见表 1。由图 2 和表 1 可以看出，当窗函数长 
度都为 N 时，2 阶 Nuttall 自卷积窗的旁瓣电平为

−121.9 dB，旁瓣衰减速率为 84 dB/oct，Nuttall 自卷

积窗的频谱特性明显优于经典窗函数，能够更有效

抑制频谱泄漏。 
定长情况下(Nc=150)窗函数的幅频响应如图 3

所示。可见，定长情况下 Nuttall 自卷积窗的主瓣宽 

表 1  窗函数频谱特性比较 
Tab. 1  Comparisons of window spectral characteristics 

窗函数 主瓣宽度 旁瓣峰值电平/dB 旁瓣衰减速率/(dB/oct)

Hamming 8π/N −43 6 
Hanning 8π/N −32.3 18 

Blackman 12π/N −58.2 18 
Blackman-Harris 16π/N −92 6 

Rife-Vincent 20π/N −74.5 30 
NSCW 16π/N −60.95p 42p 
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图 3  定长情况下的窗函数幅频响应比较 

Fig. 3  Comparisons of windows’ frequency 
response with fixed length 

度随卷积阶数 p 的增加而变宽，在一定程度上降低

了频率分辨率。 

2  Nuttall 自卷积窗加权谐波分析 

为简单起见，以单频率时域信号 x(t)为例进行

分析 
(2 )( ) e h hf t

hx t A φπ +=            (15) 
式中 fh、Ah、ϕh 分别为第 h 次谐波的频率、幅值和

初相位。经过采样率为 fs 的数据采集系统后得到的

离散序列为 
1 sj(2 / )( ) e hhf n f

hx n A φπ +=          (16) 
信号 x(n)被长度为 Nc的 p 阶离散 Nuttall 自卷

积窗 wc(n)截短为 Nc点长序列，进行 DFT 后得到的

离散频谱为 
j( ) e ( )h

c h c hX k A W k kφ= −        (17) 
非同步采样时，由于栅栏效应，第 h 次谐波对

应的峰值点偏离离散频率点。设在峰值频点附近抽

样得到的幅值最大和次最大谱线分别为 kh1和 kh2，

kh1≤kh≤kh2
(=kh1

+1)，其对应的幅值 y1、y2 分别为

y1=|Xc(kh1)|和 y2=|Xc(kh2)|。 
由于0≤kh−kh1≤1，引入参数α=kh−kh1−0.5(α∈ 

[−0.5, 0.5])，设β=(y2−y1)/(y2+y1)，则由(17)经过变量

代换得 
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式(18)是一个以α为自变量，β为因变量的函数，
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记为β=f(α)，其反函数记为α = f −1(β)。利用最小二

乘曲线拟合法进行多项式拟合逼近，逼近次数一般

不超过 7 次。计算出α后，结合前文分析，第 h 次

谐波的频率计算式为 

1/ ( 0.5) /h h s c h s cf k f N k f Nα= + +      (19) 
进一步可得第 h 次谐波的幅值、相位计算式分

别为 

1 22( )
( 0.5) ( 0.5)h

c c

y y
A

W Wα α
+

=
− + + − −

     (20) 

2arg[ ( )] arg[ ( 0.5)]h c h cX k Wφ α= − − +    (21) 

3  仿真分析 

3.1  算法准确度比较 
为验证本文算法的正确性与有效性，给定信号

进行参数分析准确度比较。多频率电力谐波信号模

型[13]为 
11

1
1

( ) sin(2π / )h s h
h

x n A hf n f φ
=

= +∑      (22) 

式中：基波及各次谐波的幅值 Ah、相位ϕh 见表 2、
3；基波频率 f1=50.1 Hz；采样频率 fs=3 000 Hz；数

据截断长度 N=1 024。 
分别采用文献[11]基于 Hanning 窗的算法、文

献[14]基于Blackman-Harris窗的算法以及本文算法

对信号参数进行估计。表 2—4 分别给出了基波及

各次谐波幅值、相位的计算相对误差。可以看出，

本文算法具有更高数量级的参数计算准确度。基波

频率计算准确度高出已有文献算法 7~8 个数量级；

对于信号中包含的弱幅值信号(2 次谐波)，本文算

法能更好的抑制频谱泄漏及谐波间相互干扰的影

响，幅值、相位计算准确度提高了 4~6 个数量级。 
表 2  基波频率计算结果 

Tab. 2  Results of the fundamental frequency calculation 

文献[11]算法 文献[14]算法 本文算法 

−1.9×10−5 4.3×10−6 −3.0×10−13 

表 3  相位计算结果 
Tab. 3  Results of the phase calculation 

相位计算相对误差/% 
h 相位/(°) 

文献[11]算法 文献[14]算法 本文算法 

1 0 0 0 0 
2 10 −1.4 −1.4 1.2×10−4 
3 20 −6.0×10−4 1.5×10−2 −5.7×10−10

4 30 −5.4×10−2 1.1×10−1 5.2×10−6 
5 40 −6.8×10−5 −1.0×10−2 1.2×10−9 
6 50 −7.4×10−3 −1.1 1.5×10−6 
7 60 3.7×10−5 −2.5×10−2 1.1×10−9 
9 80 2.9×10−5 −1.1×10−1 −2.4×10−12

11 100 −1.1×10−6 1.1×10−2 −5.5×10−11 

表 4  幅值计算结果 
Tab. 4  Results of the amplitude calculation 

幅值计算相对误差/% 
h 幅值/V

文献[11]算法 文献[14]算法 本文算法 

1 240 –1.3×10−4 6.2×10−5 5.6×10−8 

2 0.1 –2.6 –3.7×10−2 1.2×10−6 

3 12 –1.1×10−3 1.6×10−4 4.0×10−8 

4 0.1 –1.4×10−1 –4.5×10−3 2.0×10−7 

5 2.7 –7.1×10−5 –3.2×10−6 1.3×10−7 

6 0.005 –4.3×10−2 –1.8×10−2 1.4×10−7 

7 2.1 –3.7×10−4 1.1×10−3 4.3×10−8 

9 0.3 –6.6×10−4 1.2×10−2 4.2×10−8 

11 0.6 1.6×10−4 7.9×10−4 7.0×10−8 

3.2  非稳态谐波分析 
3.2.1  基频波动影响 

信号中基波频率的波动导致谐波频率的不确

定性，容易引起各谐波间的泄漏量发生变化，从而

影响基波及各谐波参数计算的准确度。 
电力系统频率偏差最大范围为±0.5 Hz[17]。假设

式(22)给定信号的基波频率 f1 波动范围为 49.5~  
50.5 Hz，变化步长为 0.1 Hz。 

基频波动时的基波频率和幅值估计相对误差

曲线如图 4 所示。由图 4 可见，在系统频率波动的

情况下，Nuttall 自卷积窗抑制频谱泄漏的能力更

强。基波频率估计相对误差保持在 10−13%数量级左 
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图 4  基频波动下的基波参数估计 

Fig. 4  Fundamental parameters estimation 
with the fluctuation of the system frequency 
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右，准确度高出经典窗函数 6~8 个数量级，基波幅

值计算准确度也要高出 2~4 个数量级。 
3.2.2  电压波动影响 

电网电压的波动会对信号参数的估计造成一

定的影响。在式(22)信号的基础上，假定基波电压

幅值在 220 ×( ±0.1)V 内波动，即 198~242 V 之间变

化，变化步长为 5.5 V，其余参数不变。 
电压波动下的基波幅值估计相对误差曲线如

图 5 所示。由图 5 可见，本文算法能够有效抑制电

压波动造成的影响，参数估计相对误差保持在同一

个数量级；同时，基于 2 阶 Nuttall 自卷积窗的算法

具有最高数量级的准确度，基波幅值估计相对误差

高出经典窗函数 3 个数量级。 
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图 5  电压波动下的基波幅值估计 

Fig. 5  Fundamental amplitude estimation 
with the fluctuation of the voltage 

3.2.3  噪声影响分析 
实际测量时，信号中往往含有丰富的背景噪声

或量化噪声，造成信号分析准确度降低。在式(22)信
号的基础上，添加不同信噪比的高斯白噪声，信噪比

为 10~100 dB，变化步长为 10 dB，其余参数不变。 
高斯白噪声下的基波频率以及 2 次谐波幅值、

相位估计相对误差曲线如图 6、7 所示。在噪声背

景下，由于 Hamming 窗较差的旁瓣性能，基于 
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图 6  白噪声下的基波频率估计 

Fig. 6  Fundamental frequency estimation 
with the presence of white noise 
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(b) 相位估计 
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图 7  白噪声下的 2 次谐波参数估计 

Fig. 7  Parameters estimation of the second 
harmonic with the presence of white noise 

Hamming 窗的信号参数估计误差都比较大；而 2 阶 
Nuttall 自卷积窗具有更好的抗噪能力，当信噪比 
SNR>30 dB 时，基于 Hamming 窗与 Hanning 窗的算

法误差保持在一个数量级，而基于 2 阶 Nuttall 自卷

积窗的算法误差则随着信噪比的增大而不断变小。

在信噪比较高时，2 阶 Nuttall 自卷积窗具有比经典

窗函数更明显的噪声抑制优势。 

4  结论 

本文利用 4 项 5 阶 Nuttall 窗进行 p 阶自卷积运

算构造 Nuttall 自卷积窗。分析表明：Nuttall 自卷积

窗的旁瓣峰值电平、旁瓣衰减速率均正比于卷积阶

数，在非同步采样下，较余弦组合窗具有更好的频

谱泄漏抑制能力。结合改进 FFT 算法能够实现非稳

态下信号谐波的高准确度分析。仿真结果验证了算

法的正确性和有效性，与已有算法相比，本文算法

准确度明显提高，利于嵌入式系统应用。 
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