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摘 要: 提出了以参数变分原理为基础的数学规划算法, 以计算分析太空用品中网- 膜结构起皱现象。针对

网状柔性结构分析,算法的原理是将结构化成多个具有一定非线性本构关系的杆单元, 并在此基础上进行杆

系结构非线性分析的规划算法构造,可以较好地模拟网状柔性结构的起皱性质。而对于一般的膜结构,则构

造了用于直接分析的膜单元相对应的本构模型, 并在此基础上构造问题的求解算法。不同于常规的数值计算

方法 ,提出的算法不依赖于应力的迭代过程。参数变分原理和数学规划算法的应用, 使本算法可以很有效地

分析预测网- 膜起皱的区域、模式和应力分布, 从而为解决网- 膜结构起皱问题提供依据。给出的数值算例

说明了方法正确与有效性。
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Abstr act: This paper gives a detailed introduction to the development of a new method for numerical simulation of

wrinkled behavior of space flexible structur es. The flexible net2structur e is modeled as a network of bars with a spe2

cial nonlinear constitut ive relat ionship. Based on the parametric variational principle, a mathematical programming

method is developed for the nonlinear analysis of the network of bars. For the analysis of t he membrane structure, a

new method is developed to simulate directly the mechanic behaviors of the structure. The method is based on the fi2

nite element method with membrane elements and is constructed in terms of the corresponding constitut ive r elation2

ship, from which t he nonlinear behavior of t he str ucture can be truly simulated. Compared with the conventional

methods, the new method can provide a good convergence property and hence can obtain accurate predictions of

wrinkled r egions/ patterns and stress dist ributions of the membrane structures. Numerical examples are presented

and illustr ate the validity and efficiency of the method proposed.

Key words: flexible structure; mathematical programming method; the finite element method

  各式各样的太空设备, 如新一代太空望远

镜、带可伸缩光圈的人造雷达、太阳能配置、太阳

能帆和反射镜等,都是以网状或薄膜为基本结构。

一般网 ) 膜只具有很小的抗压能力,因而当负应

力出现时, 网- 膜会起皱。起皱是一种常见的变

形结果,它不仅降低了太空网 ) 膜结构的可靠性

与影响工作情况,还会引起故障, 甚至破坏系统。

所以, 能够正确预测网 ) 膜结构起皱的形式和范

围,对于不断提高太空用品的安全性是很重要的。

鉴于问题的重要性, 力学工作者不断地研究

网- 膜起皱现象。其大致可以分为张力场理论、

部分量化起皱膜单元的构造, /松弛应变能密度0

概念的引入以及有限元迭代分析算法的研究等。

早期代表性的工作由文献[ 1]给出。文献[ 2]则开

展了问题分析的数学规划算法的研究工作。

本文提出了一种新的解决方法,即以参数变

分原理为基础的算法[3] ,参数变分原理已在多方

面得到成功应用, 包括对弹性与弹塑性接触问题

的分析[3]、热结构耦合接触分析[ 4]、动力弹塑性

与软化分析
[5]
、以及非线性多尺度计算

[6]
。本文

则引入考虑组成网- 膜结构的材料凹性强化本构

关系, 并以此为基础对膜结构分析的数学规划算

法进行系统的推导与构造。构造出的算法可以很

好的模拟和分析网- 膜结构部分起皱现象。
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1  单折点本构模型

如图 1所示结构, 以此结构分析来对本文方

法的基本原理进行说明。结构中的各杆受拉和受

压的刚度不同,且呈现强化现象。图2中 $表示杆

件材料应变; F 为应力; K i 为材料弹性模量。

图 1  杆系结构

Fig11  T russ structure

图 2  多折点强化本构模型

Fig12  Mult i2point hardening constitutive model

为说明问题清楚起见,首先讨论单折线模型,

即 K- 1, K 1 两种情况。杆件的本构关系可以描

述为

$ =
F / K 当F > 0

F / K - 1i 当F [ 0
( i = 1, 2, 3) (1)

  如果以受压刚度为基本刚度进行求解,显然

当杆件是受压状态时, 获得的结果也正是问题的

解。但杆件可能是受拉的,则应有(见图 3)

$ = F / K- 1 - K (2)

图 3  杆件的附加伸长量

Fig13  A complementary amount of the elongation of a bar

其中: K是附加伸长量,可表示为

K= F / K- 1 - F / K 1 (3)

且有

F = K- 1( $ + K) (4)

令

f = F - KH ,  H =
K- 1K 1

K 1 - K- 1
(5)

如满足 f = 0, 则杆件受拉; K \ 0;而当 f < 0时,

则杆件受压,且 K= 0,即

Ki
\ 0,  f i = 0

= 0,  f i < 0
(6)

这就是杆件不论受拉或受压时的本构关系。

2  多折点本构模型的描述

下面回到图 2所示的具有一般意义的本构模

型,不失一般性,对于压缩方向,只考虑一个折点。

这里取 K 1 为基本弹性模量,容易获得以下方程。

对于拉伸方向:

$ =
F
K 1

- ( F - F 1) (1/ K 1 - 1/ K 2)

当 F 1 [ F [ F 2时

$= F/ K1 - ( F - F 1) (1/ K1 - 1/ K 2) -

( F - F 2) (1/ K2 - 1/ K3) 当 F 2 [ F [ F 3 时

, ,

$ = F/ K 1 - ( F - F 1) (1/ K 1 - 1/ K 2) - , , -

( F - FN) (1/ KN - 1/ KN+ 1)

当 FN [ F [ FN+ 1 时(7)

  对于压缩方向:

$= F/ KN+ 1 - ( F - F- 1) (1/ K 1 - 1/ K- 1)

当 F [ F - 1 时(8)

定义

F = K 1( $ + K) (9)

  对于拉伸方向:

K1 = ( F - F 1) ( 1/ K 1 - 1/ K 2)

K2 = ( F - F 2) ( 1/ K 2 - 1/ K 3)

, ,

KN = ( F - FN) (1/ KN - 1/ KN+ 1)

K= K1+ K2+ , + KN

(10)

  对于压缩方向:

K- 1 = ( F - F - 1) (1/ K 1 - 1/ K- 1)

K= K- 1
(11)

又定义
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f 1 = F - F 1 - K1H 1,

f 2 = F - F 2 - K2H 2,

, ,

f N = F - FN - KNHN ,

f - 1 = - F + F - 1+ K1H - 1,

H 1 =
K 1K 2

K 2 - K 1
, H 2 =

K 2K 3

K 3 - K 2
, , , ,

H i =
KNKN+ 1

KN+ 1 - KN
, H - 1 =

K- 1K 1

K- 1 - K 1

(12)

容易验证问题求解的本构方程可统一归结为下列

问题

F = K 1( $ + K)

K= K1 + K2+ , + KN + K- 1
(13)

f 1 < 0, K1 = 0; f 1 = 0, K1 \ 0

f 2 < 0, K2 = 0; f 2 = 0, K2 \ 0

, ,

f N < 0, KN = 0; f N = 0, KN \ 0;

f - 1 < 0, K- 1 = 0; f - 1 = 0, K- 1 \ 0

(14)

引入松弛变量 Ti ,问题成为

f i + Ti = 0, Ki \ 0, Ti \ 0, KiTi = 0 (15)

3  网系结构计算的方法与基本原理

仍然以图 1所示结构为例,并为描述方便,仍

取单折点本构模型。此结构分析要满足 3个方面

的要求。

平衡条件

E
i
N i - P = 0,  E

i
N it i = 0 (16)

其中: N i ( i = 1, 2, 3) 为杆件内力; t 1 = 0, t 2, t 3

表示杆件距离, 其他参数见图 1所示。

连续条件

$i = y - Hti   ( i = 1, 2, 3) (17)

本构关系由式( 6)给出。

对于问题的求解, 可以建立参数最小势能原

理的变分方程。y 和H满足连续条件, 用( y , H) 为

状态变量写出系统的总势能

F ( y , H, Ki ) = E
i

1
2 K- 1i ( y - Ht i )

2
+

E
i

+ KiK- 1i ( y - Ht i ) +
1
2
K- 1iK

2
i - P y

(18)

  参数变分原理的策略是作 F 对状态变量 H

和y的变分来给出2个平衡方程,而让控制变量 Ki

不参加变分。这样得出的平衡方程中含有 Ki 留待

状态方程(6) 来决定,以满足本构关系。既然 Ki不

参加变分,则式(18) 方括号中的最后一项可以略

去。于是, 满足平衡、连续和本构关系的解将由下

列二次规划给出

min. F [ Ki (#) ] ( 19a)

s. t. f i ( y, H, Ki ) + Ti = 0, Ti Ki = 0; Ti , Ki \ 0

(19b)

  在这个二次规划中,状态变量 y和H参加F
的变分, 3个控制变量 Ki 不参加变分,但应满足代

表本构关系的约束, 所以它们虽不参加变分,但控

制着整个变分过程。

4  膜单元分析的本构模型与有限元方程

对于连续膜结构,一种简便的方法是将连续

结构通过等效的手段简化成网体结构模型,并进

一步利用上面的方法进行求解, 这种方法可以较

好地模拟膜的起皱现象。自然更合理与精确的办

法是采用膜单元进行直接分析。以下论述针对膜

结构分析的本构方程的建立问题。

由上面的表述可知, 本文以参变量变分原理

为基础的规划算法方程的一般形式由式( 19)给

出,对于不同的问题,主要的区别与关键问题就是

建立针对不同的模型的本构方程, 对于膜结构,应

采用与之相应的合理的屈服准则和流动准则。由

于膜结构本构关系的特殊性, 此处建立该类材料

对应的屈服准则,且为描述方便,以拉伸和压缩方

向各为一个折点的本构模型为例对方法进行说

明,而且假设该问题为塑性势面与屈服面重合的

相关联流动问题。定义如下:

在拉伸方向:

f 1 = R1 - R+s - K1H 1

f 2 = R3 - R
+
s - K1H 1

(20)

  在压缩方向:

f 1 = - R1 + R+s + K1H 1

f 2 = - R3 + R+s + K1H 1
(21)

其中: R1, R3 为主应力。

显然只要满足 f 1 和 f 2 中的任何一个屈服函

数,膜单元就进入了塑性区。而一旦规定了主应力

R1 \ R3, 就可以在计算机上的实现过程中简化:

认为在拉伸方向只采用屈服函数 f 1, 而在压缩方

向只采用屈服函数 f 2, 即

拉伸方向: f 1 = R1 - R
+
s - K1H 1 ( 22)

压缩方向: f - 1 = - R3+ R+s + K1H 1 ( 23)

以上是以拉伸和压缩方向有一个折点的本构
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模型为例,对于多折点情况,根据前面的描述很容

易得出,此处不再赘述。有了屈服准则,即可建立

仅含有位移增量和控制变量的互补方程。对问题

进行有限元离散,可以获得

F =
1
2
uT Ku - ( t - UK) T u (24)

Cu - MK- d + M= 0, M
T
K= 0, M, K \ 0 (25)

其中:

K = E
e Q8

cN
T
, iEN, id 8 , U= E

e Q8
cEN

T
, id 8 ,

t = E
e

Q8
cN
T bd 8 + QS

c
p

NT�pd S ,

C = E
e Q8

c

9f
9D
d 8 = E

e Q8
cE 1N, i d 8 = U

T
,

M = E
e= 1Q8

c

9f
9K
d 8 , d = - E

e Q8
cf oed 8

这里未作说明的量其物理意义均同弹性力学与杆

系有限元分析中的记法。K, C 与M 是常数矩

阵,不随增量步变化。

经过进一步的推导, 可得问题求解的线性互

补方程

M- (M - CK
- 1
U) K= - CK

- 1
t + d

KT M= 0, K,  M\ 0 (26)

这就是问题求解的基本方程。

上述问题求解的表达式是基于全量形式的,

注意到问题的非线性弹性特点, 具体应用当中应

采用增量表达式。

5  数值算例

例  1  一个大小为 7m @5m 矩形网状结

构,如图 4所示, 除了两个角自由外四边夹支, 在

角点自由处作用力 p 1= p2 = 01015kN。由444个

杆单元组成网结构用来模拟膜结构, 其本构关系

如图 3, 杆件有很小的抗压极限应力值 R0 = -

011kPa, K- 1 = 0, 其 K 1 对应的杨氏模量 E 1 =

10010kPa。水平和垂直方向杆的截面积为 A1, 45

度方向杆的截面积为 A2。其中杆的截面积为:

A 1 = 110 @10- 3m2, A2 = 11372 @10- 3m2。

图 4  杆系网状结构

Fig14  Net2bar st ructure

  图 5、图 6给出该网状柔性结构在不同载荷

下的压力区分布计算结果,其中涂黑杆件表示已

经进入受压状态,具体体现则是会出现起皱现象。

图 5 p 1 = p 2 = 01005kN 时的结果

Fig15  Numerical results when p 1 = p 2 = 01005kN

图 6 p 1 = p 2 = 01015kN 时的结果

Fig16  Numerical results when p 1 = p 2 = 01015kN

例  2  一个大小为5m @315m矩形网状结

构,与图 4相似, 除了两个角自由外四边夹支, 在

角点自由处作用力 p 1= p 2。由227个杆单元组成

网结构用来模拟膜结构,抗压极限应力值 R0 = -

011kPa。水平和垂直方向杆的截面积为 A1 =

110 @10- 3m2, 45 度方向杆的截面积为 A1 =

11372 @10
- 3
m
2
, 本构关系采用如图 2 所示的多

折点本构模型, 但杆件取很小的抗压极限应力值

R0 = - 011kPa,且 K- 1= 0。采取了2个计算方案:

¹ 拉伸方向只有一个折线的情况: E 1 = 100kPa,

R1= 7107kPa, E2 = 1703kPa; º 拉伸方向有两个

折点的情况: E 1 = 100kPa, R1 = 7107kPa, E 2 =

690kPa, R2 = 54188kPa, E 3 = 2342kPa。

由计算可知当载荷为p 1= p 2= 0110kN 时,

两种本构模型的屈服情况如图 7和 8所示。可见

两种本构关系引起的屈服情况的变化不是很大,

但是拉伸区的杆件的应力值则发生较大的变化。

图 7  本构模型 1对应的结果

Fig17  Numerical results with constitutive model 1
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图 8  本构模型 2对应的结果

Fig18  Numerical results with constitutive model 2

  例  3  一个大小为 7m @5m的矩形膜结

构,厚度为 0101m, 与图 4相似, 除了两个角自由

外四边夹支,在角点自由处作用力 p 1 = p 2。但采

用140个膜单元, 每一个膜单元都具有很小的抗

压极限应力值, 令 R0 = - 011kPa, 本构关系曲线

同例 1, 其杨氏模量 E 1 = 10010kPa。如图 9给出

p 1 = p 2 = 0110kN 时的计算结果。

图 9  膜结构计算结果

Fig19  Numerical result s of a membrane st ructure

  从以上的计算可以看出, 由膜结构和杆系网

状结构的计算结果可以明显地观察到整体结构的

起皱情况, 且所获得的结果是合乎实际情况的。

但由于膜结构与杆系网状结构在力学特性,尤其

是非线性特征上的不同,因而两种计算方法的结

果对起皱模拟来说并没有严格的等效特性,这一

点在问题的研究中应当特别的注意。

6  结  论

鉴于空间柔性结构材料往往体现出凹性强化

的特点,本文采用多折线本构模型对问题进行了

分析研究, 建立了求解所涉及问题的数学规划算

法,算法的原理是以参数变分原理为基础的。所

构造的算法很好地解决了凹性强化模型分析中算

法构造上的困难,具有良好的收敛特性。

在本文工作的基础上, 通过起皱区的数值模

拟,还可以进行解决起皱问题的方案研究,通过优

化方法找到解决膜起皱的办法。另外, 空间柔性

结构的种类很多,这里只研究了其中的一种,希望

本文的方法能为其他的柔性结构问题的分析提供

借鉴。
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