
收稿日期: 2001-05-09; 修订日期: 2001-08-25
文章网址: ht tp: / / www . hk xb. net . cn/ hkx b/ 2002/ 03/ 0241/

　　文章编号: 1000-6893( 2002) 03-0241-04
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摘　要 : 对基于 Stew art 平台的六维力/力矩传感器的雅可比矩阵进行了解析推导 ,用解析的方式求出它的

奇异值。并对基于矩阵谱范数的条件数进行了研究, 得到传感器的各向同性与其结构尺寸间的解析关系,为

传感器性能指标的评价及其结构优化设计提供了一种较好的借鉴方法。
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Abstract: Jacobian ma trix of the six-ax is for ce/ to rque senso r based on a St ewar t platfo rm is analyzed, and

singular v alues ar e obtained by matrix transfo rm. Relationship betw een iso tropy and frame dimension is de-

rived from analysis o f the condition number based on the matr ix spectr al norm, w hich pro vides a better

method fo r ev aluation o f the per fo rmance index and optimization of the fr amew ork for the fo rce/ torque sen-

so r .
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　　基于 Stew art 平台的并联结构六维力/力矩

传感器,其测力信息丰富,能测量空间任意力螺旋

( 3个方向力和 3个力矩)的大小,且测试精度高。

因而近年来在航天器空间对接仿真 [ 1]、风洞试验、

火箭发动机推力试验[ 2]、跑跳运动员起动力测试、

机械手及计算机输出终端绘笔
[ 3]
等方面均得到了

广泛的应用研究。

在六维力/力矩传感器的设计中,结构设计是

其中非常重要的环节, 它极大程度上决定了传感

器性能指标的优劣。因此结构性能的研究一直是

六维力/力矩传感器中研究的热点。国外U chiya-

ma 等提出了六维力/力矩传感器各向同性的评价

系数, 并研究了对称设计以使评价系数最小的问

题
[ 4]
。Bicchi

[ 5]
, Bayo

[ 6]
等对结构的优化设计及传

感器的条件数、刚度等作了一定的研究。国内, 文

献[ 7]作出了各向同性性能指标与其结构尺寸之

间的关系图谱, 从而使该类传感器更易实现优化

设计。文献[ 8]以求取解析解的方式研究了基于矩

阵 Frobenius 范数的条件数与传感器结构尺寸间

的关系。在前人的这些研究基础上,本文拟用解析

的方式求出该类传感器雅可比矩阵的奇异值, 并

对其奇异值的一些特性作出分析。最后对基于矩

阵谱范数的条件数进行解析研究, 得到传感器的

各向同性与其结构尺寸间的解析关系,并对其进

行评述,为六维力/力矩传感器结构性能的评价及

其结构优化设计提供一种较好的方法。

1　雅可比矩阵的条件数

如图 1所示, Stew art 六维力/力矩传感器的

结构与传统的 Stew art 平台基本上是相同的, 但

由于可以用柔性铰链来代替万向铰(球铰) , 六维

力/力矩传感器结构尺寸可以做得很小。

图 1　S tew art 六维力/力矩传感器结构原理简图

Fig. 1　Stewart s ix-axis force/ torque s en sor

st ructural diagram

由图 1可看出,传感器呈对称结构布置,且主

要有 5个结构参数: 上平台半径 rb, 下平台半径

ra , 上平台定位角 1, 下平台定位角 2, 上平台高

度 h。由图易于得到上平台的受力方程为

第 23 卷　第 3 期

2002 年　　 5 月
　　　　　

航　空　学　报

ACT A AERONAUTICA ET AST RONAUT ICA SINICA
　　　　　

Vo l. 23 No. 3

M ay 2002



e1 e2 ⋯ e6

R1×e1 R2×e2 ⋯ R6×e6
·

f 1

f 2

⋯

f 6

=
F

M

( 1)

式中: ei 为第 i 分支的单位向量; Ri 为上平台中

心 P 至 B i 点的矢量; f i 为第 i分支受到的轴向

力; F, M 为平台上作用力对 P 点的力及力矩,且

F = [ F x　Fy　F z ] , M = [M x　M y　M z ]

式( 1)又可简记为

J
T
f = [ F　M] T ( 2)

式中: J 即为 Stew art 平台的雅可比矩阵,且

J =

e
T
1 ( R1× e1)

T

e
T
2 ( R2× e2) T

⋯ ⋯

e
T
6 ( R6× e6) T

( 3)

f = [ f 1　f 2　⋯　f 6] T ( 4)

雅可比矩阵 J 的条件数可表示为
[ 9]

Cn = JJ
- 1 ( 5)

当条件数的计算采用矩阵的谱范数时有

Cn = M / m ( 6)

式中: M 为雅可比矩阵的最大奇异值; m 为雅可

比矩阵的最小奇异值, 它们可分别表示出力映射

的最大放大倍数和最小放大倍数。当二者的比值

为 1,即条件数等于 1时, 力沿各方向进行的映射

的放大倍数完全相等, 传感器的测量精度最好, 机

构有最佳的运动传递性能, 这种情况称为各向同

性。因此 Cn可用来表示传感器的各向同性,且 Cn

越小,各向同性越好
[ 9]
。

2　雅可比矩阵奇异值的解析解

由图 1可得上下平台各铰点 Bi, Ai 在各自坐

标系中的坐标为

Bi= r b[ sin 1i　- co s 1i　0] T , i= 1, 3, 5

Bi= r b[ co s 2i　sin 2i　0] T, i= 2, 4, 6
( 7)

式中:  1i= 1 / 2+ ( i- 1)!/ 3, i= 1, 3, 5;

 2i= !/ 6- 1/ 2+ ( i- 2)!/ 3, i= 2, 4, 6。

Ai= ra[ sin∀1i　- cos∀1i　0] T, i= 1, 3, 5

Ai= ra[ cos∀2i　- sin∀2i　0] T, i= 2, 4, 6
( 8)

式中: ∀1i= !/ 3- 2/ 2+ ( i- 1)!/ 3, i= 1, 3, 5;

∀2i= !/ 6+ 2/ 2+ ( i- 2)!/ 3, i= 2, 4, 6。

设各分支的长度为 l, 因上下平台平行且无

绕 z 轴的转动,由平台的结构关系可得到

l = h
2
+ r

2
a + r

2
b - 2r arbcos ( 9)

式中:  定义为传感器的结构扭角,且由平台的结
构关系有  = !/ 3- ( 1+ 2) / 2。

另由平台的结构尺寸关系可有 Ri= Bi , ei=

( Bi+ H- Ai ) / l i,且 H= [ 0 0 h]
T。

将以上关系式代入式( 3)中可推出传感器的

雅可比矩阵 J 为

J=

J 11 J 12 J 13 J 14 J 15 - J 16

J 21 J 22 J 13 J 24 J 25 J 16

J 31 J 32 J 13 J 34 J 35 - J 16

- J 31 J 32 J 13 J 34 - J 35 J 16

- J 21 J 22 J 13 J 24 - J 25 - J 16

- J 11 J 12 J 13 J 14 - J 15 J 16

( 10)

其中

J 11= rbsin( 1 / 2) - racos(!/ 6+ 2 / 2)

J 12= - rbco s( 1 / 2) + rasin( !/ 3+ 2/ 2)

J 13= h

J 14= - hr bcos( 1/ 2)

J 15= - hr bsin( 1 / 2)

J 16= rarbsin 
J 21= rbsin(!/ 3+ 1/ 2) - r asin(!/ 3+ 2 / 2)

J 22= rbcos(!/ 3+ 1/ 2) + r acos(!/ 3+ 2/ 2)

J 24= hrbco s( !/ 3+ 1 / 2)

J 25= - hr bsin(!/ 3+ 1/ 2)

J 31= rbcos(!/ 6+ 1/ 2) - r asin( 2 / 2)

J 32= rbsin(!/ 6+ 1/ 6) - r aco s( 2 / 2)

J 34= hrbsin(!/ 6+ 1 / 2)

J 35= - hr bcos(!/ 6+ 1/ 2)

( 11)

　　可设

J =
g1 g2 ⋯ g6

g01 g02 ⋯ g06

T

( 12)

式中: g i= [ J i1　J i2　J i3] / l;

g0i= [ J i4　J i5　J i6] / l, i= 1, 2,⋯6。

此时有

J
T
J =

∑
6

i= 1
g
T
i g i ∑

6

i= 1
g
T
i g0i

∑
6

i= 1
g
T
0ig i ∑

6

i= 1
g
T
0ig0i

　　式( 11)代入式( 12)、式( 13)中,化简后可得稀

疏矩阵
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J
T
J = 3

l
2

l
2
- h

2
0 0 0 - D 0

0 l
2
- h

2
0 D 0 0

0 0 2h
2
0 0 0

0 D 0 h
2
r
2
b 0 0

- D 0 0 0 h
2
r
2
b 0

0 0 0 0 0 2r
2
ar

2
bsin

2 
( 14)

式中: D= 3hr b( rb- racos )。
设 i 为雅可比矩阵 J 的第 i个奇异值, #i 为

J
T
J 第 i 个特征值, 因此有 i= #i。现将式( 9)代
入式( 14)中,并设 ∃= r b/ ra。经行列式初等变换可

求出 #i, 并由此可求得各奇异值为

1 = 2 =
3
2

n1
nc1

+
n
2
1 - 4h

2∃2sin2 
n
2
c1

1/ 2

( 15)

3 = 6
∃rasin 

n c1

( 16)

4 = 6 h

ra nc1

( 17)

5 = 6 =
3
2

n1

nc1
-

n
2
1 - 4h

2∃2sin2 
n
2
c1

1/ 2

( 18)

式中:

n1 = 1 + ∃2 - 2∃cos + h
2∃2 ( 19)

nc1 = h
2 / r2a + 1 + ∃2 - 2∃cos ( 20)

3　各向同性解析结果

对雅可比矩阵的各奇异值进行分析比较, 可

得其最大、最小奇异值分别为

M =
1 = 2

3
　

h/ ra≥ 2 sin 

h/ ra < 2 sin 
( 21)

m = 5 = 6 ( 22)

因此, 由式( 6)可得传感器的雅可比矩阵条件数

(各向同性指标)为

Cn =

n1 + n
2
1 - 4h

2∃2sin2 
2h%sin ,

　　　　 h/ ra≥ 2 sin 
2ra∃sin 

n1 - n
2
1 - 4h

2∃2sin2 

,

　　　　 h/ ra < 2 sin 

( 23)

将上式展开, 并忽略微小量,可化简得

Cn =

h∃
sin 

2 r a∃
　

h/ ra≥ 2 sin 

h/ ra < 2 sin 
( 24)

　　与式( 23)的精确结果相比, 式( 24)的最大误

差小于 0. 1, 因此完全可以用式( 24)来衡量传感

器的各向同性。且由式中可看出,传感器的各向同

性仅与平台的高度 h, 上下平台的半径 r a, r b, 结

构扭角  (或上下平台的定位角的和)有关, 而与
上下平台各自具体的定位角无关,这与文献[ 8]中

的结论是相一致的。且当满足 h/ r a≥ 2 sin 时,
传感器的条件数仅与平台的高度, 上下平台的半

径比及平台的结构扭角有关,且随着  的增大(即
上下平台定位角减小) ,传感器的各向同性逐渐变

好,当上下平台的定位角均为零时,传感器的各向

同性取得最佳, 条件数仅与平台的高度及上下平

台半径的比值有关,且与它们成正比的关系。而当

满足 h/ ra< 2 sin 时,传感器的条件数仅与上
下平台的半径有关,且与上下平台的半径比成正

比关系,而与结构扭角和高度无关。即相对固定的

结构扭角和高度而言, 条件数为一恒值。

图 2所示为某一下平台半径为 100mm ,上平

台定位角为 10°, 下平台定位角为 5°的六维测力

传感器其条件数与上下平台的半径比、平台的高

度之间的关系曲线,由图中可看出,其条件数为一

条在 h/ ra= 2 sin 处有拐点的连续曲线, 且减
小上下平台的半径比可使传感器的各向同性明显

变优。同时从优化各向同性的角度出发,应尽量使

传感器的结构参数满足 h/ ra< 2 sin , 此时可
获得最佳的各向同性性能。这与以上的分析结果

是相一致的。

图 2　条件数与平台高度、半径比的关系

　Fig. 2　Relat ionsh ip betw een condit ion number an d height ,

radius ratio of plat form

4　结　论

本文对基于 Stewart 平台的六维力/力矩传
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感器的雅可比矩阵作了解析推导, 求出了雅可比

矩阵的各奇异值,用矩阵谱范数的形式构造了各

向同性的解析形式,得到如下结论:

( 1) Stew art 平台六维力/力矩传感器雅可比

矩阵与其转置的乘积为一稀疏矩阵, 利用这一性

质可求出矩阵的各奇异值, 且用各奇异值可构造

出传感器各向同性的评价指标。此外,各奇异值还

可用来构造平台的行列式指标等。

( 2) 传感器的各向同性与上下平台具体的定

位角 1, 2大小无关, 而只与两定位角之和以及

平台的高度 h、上下平台各自的半径 rb, ra有关。

( 3) 当采用矩阵谱范数计算的条件数来衡量

传感器的各向同性时,传感器的各向同性在 h/ r a

= 2 sin 处有突变。为使传感器有较好的各向
同性, 应尽量使传感器的结构尺寸满足 h/ ra <

2 sin ,此时传感器的各向同性仅与上下平台
的半径有关, 同时为获得较好的各向同性, 应尽可

能地减小下平台的半径以及上下平台的半径比。

( 4) 当由于具体的使用结构限制, 使得传感

器的 h/ ra≥ 2 sin 时,传感器的各向同性仅与
其高度、上下平台的半径比及结构扭角有关。此时

为获得获得较好的各向同性,应尽可能减小平台

的高度及上下平台半径比, 或增大平台的结构扭

角。

( 5) 以上结论同样适用于 Stewart 并联机器

人,飞行模拟器六自由度运动系统等并联机构局

部灵活度的解析研究。
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