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摘　要: 采用线性稳定性理论和多重尺度方法,研究三维可压缩的非平行流边界层稳定性问题。分析了可解

条件的特征, 导出精确计算所需的伴随问题方程渐近外边界条件的矩阵表达式, 给出有控制的重正化方法, 以

有效地克服刚性方程在积分求解中的困难。探讨与非平行性作用相关的方程和影响因素,特别是新的特征函

数畸变对扰动增加率的作用。通过算例, 清楚地显示了流动的非平行性对边界层稳定性的影响。
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Abstract: T he compressible linear stabilit y theor y and the m ethod o f m ultiple scales ar e used to st udy the

problem of thr ee dimensional nonpar allel flow stability for boundary lay ers. So lv ability condition is analyzed.

A matr ix expression of t he asymptot ic edge boundary condition, which is used to exact numer ical comput a-

tion, is der iv ed. A contro lled r enormalizat ion method is used, in order t o resolv e the difficulty due to the stiff

feature o f these equations. T he r elat ed equations and elem ents to nonparallelism are studied, including specif-

ically the effect of new distor tion of the eigenfunction on t he disturbance g row th rat e which is impor tant for

boundar y layer st ability . T he examples presented clear ly show the effect o f nonpar allel flow on boundar y lay-

er stabilit y.
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　　对于三维可压缩流边界层稳定性研究, 通常

采用平行流线性稳定性理论, 然而这种边界层基

本流动是平行的近似假设有时不能确切表述实际

现象,与实验结果也存在差异,从而影响到边界层

稳定性和转捩问题的准确计算和研究。稳定性问

题的深入研究表明,需要考虑边界层流动的非平

行性问题[ 1] (一般很弱,又称“弱非平行性”) ,所谓

非平行性,是指边界层内基本流垂直于物面的法

向分速度与其它方向分速度相比是小量;以及基

本流的变量是沿流向( x )和展向( z )位置的弱函

数。Bouthier 首先用多重尺度摄动技术在分析边

界层线性稳定性时考虑了主流的非平行性, 其后

Gaster , Saric, N ay feh 和 Morris 等人作了进一

步的探讨和发展[ 2]。文中采用多重尺度的有效方

法,导出非平行性对出现在稳定性研究中的特征

值问题的修正, 将对扰动的发展给出一个更精确

的数学模型, 其方法可直接用于研究飞机机翼流

动稳定性等类型的航空实际问题。

1　非平行流边界层稳定性方程组

采用多重尺度方法, 在流向和展向引进慢尺

度 x 1= �x 和 z 1= �z ,用来描述相对变化较慢的边
界层增长、扰动的振幅和增长率等,而扰动的相位

变化则随快尺度 x , z 变化。这里: �是表征基本流
动的弱非平行性的一个无量纲小参数;为简便而

不考虑基本流动随时间的变化。

把扰动量写成行进波形式

q( x 1 , y , z 1 , t; �) = [ q0 ( x 1 , y , z 1) + �q1 ( x 1, y , z 1) +

⋯] e
i[ �

0
( x

1
, z
1
) x +  

0
( x
1
, z
1
) z - !t] ( 1)

代入从 N -S 方程出发推得的扰动所满足的方程,

并按 �幂次方的系数展开整理, 分别得到平行流
的、非平行流的稳定性方程组。在平行流稳定性问

题研究的基础上[ 3] ,着重研究三维可压缩非平行

流稳定性问题。其方程组可写成如下形式

L i( u1, v 1, w 1 , P 1, T 1) = I i

u1 = v 1 = w 1 = T 1 = 0

u1, v 1 , w 1 , T 1→ 0

　

i = 1, ⋯, 5

在 y = 0时

在 y →∞时

( 2)
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这里的算子 L i 同平行流稳定性问题研究的算子,

非齐次项 I 1～I 5 是非平行流边界层稳定性方程

组中的连续方程、动量方程和能量方程中的非齐

次项
[ 4]
。这些非齐次项反映了扰动振幅、基本流法

向分速以及波数的流向、展向变化而产生的影响。

式( 2)中: u1, v 1, w 1, p 1 , T 1 (对应于式( 1)中的 q1 )

分别为边界层的流向、法向和展向分速度和压强、

温度; �0 ,  0为波数在 x 向、z 向分量;引入振幅函

数 A、特征函数 ∀i 和 q0的如下关系式

q0i( x 1, y , z 1 ) = A ( x 1, z 1)∀i( x 1, y , z 1 ) ( 3)

　　进一步把三维可压缩非平行流边界层稳定性

方程推演为一阶微分方程组形式

dz 1i
dy

- ∑
8

j = 1
aij z 1j = M i

z 11 = z 13 = z 15 = z 17 = 0　

z 11 , z 13, z 15, z 17→ 0

　
　

i = 1, ⋯, 8

　在 y = 0处

　在 y →∞处

( 4)

式中: z 1i的 8个分量依次为 u1, �u1/ �y , v 1 , P 1 , T 1 ,

�T 1/ �y , w 1 和 �w 1/ �y ; a ij是( 8×8)阶变系数矩阵,

与平行流齐次问题所对应的系数相同;非齐次项

M i 和 I i 等有关,可分别导出。

2　数值计算方法

( 1)　可解条件和伴随问题　非齐次方程组

( 4)有解的必要和充分条件是必须满足可解条件,

这对非平行稳定性问题研究至关重要。研究表明,

非平行流稳定性方程所对应的齐次方程和平行流

的方程形式一样, 因而在平行流问题有非零解时,

则非平行流问题存在可解条件,根据这一特征可

导出与非平行影响紧密相关的波振幅方程和波数

方程及其扰动空间增长率。满足该条件,即方程非

齐次项 M i 和伴随问题的解 W
*
i 正交

∫
∞

0
∑
8

i= 1
M iW

*
i dy = 0 ( 5)

W
*
i ( x 1, y , z 1)满足下列伴随方程

�W *
i

�y - �
8

j= 1
a
-
ijW

*
j = 0

W
*
2 = W

*
4 = W

*
6 = W

*
8 = 0

W
*
2 , W *

4 ,W *
6 ,W *

8 → 0

i = 1,⋯, 8
　
　

在 y = 0处

在 y →∞ 处

( 6)

式中: a-ij= - aj i。

在求解方程式( 6)时,不能从无穷远处渐近形

式的外边界条件(见式( 4) )开始积分。根据在外边

界上主流物理量与 y 无关及其相关导数为零的特

点、求出特征向量矩阵及其逆矩阵,并采用转置形

式和系列推导, 得到了可用于精确数值计算的外

边界条件的矩阵表达式

wj = ∑
8

j = 1
# *

ij C
*
j exp( ∃j , y )　　j = 1, 2,⋯, 8 ( 7)

式中: ∃j 为代入外边界值后的方程系数矩阵的特

征值; # ij为其相应的特征向量; C
*
j 可由无穷远

处扰动量为零的条件而定出的系数。

采用重正化( Renormal izat ion)方法, 是求解

刚性方程式( 6)的一个关键性问题。文中采用与积

分算法 GERK 有关的综合误差法来有效地克服

该刚性方程在积分求解中的困难, 它将边界条件

转化成积分每一步都能满足的近似条件,既减少

计算量,又能灵活地控制正交化的次数和位置。与

改进后的 Gr am-Schmidt 方法相一致, 本文从平

衡效率和精度出发,以满足如下两个不等式之一

为正交化条件,即

　　
‖u

( i- 1)
j ‖ < �~‖yj‖

‖vnew‖ < �~‖v0ed‖
　j = 2,⋯, r ( 8)

式中: �~为确定解向量是否线性相关的参数, 若 �~

较大则对应着线性相关。并由此可进一步导出并

设顶定与 �~相关的不等式判据。
在积分过程中只要不等式判据得到满足, 则

积分中断,进行正交化,并自动修正误差值 �~, 然
后重新从边界开始积分, 直到解向量在整个积分

区域都满足预定的精度要求为止。

考虑到方程组式( 6)与方程组式( 4)对应的齐

次问题(即平行流稳定性方程组)有相同特征值,

进而求得该伴随问题的解 W
*
i 。

( 2)波振幅方程　将求解伴随问题的中的有

关量代入可解条件式( 5) ,可以得到波振幅的微分

方程

Q1
�A
�x 1

+ Q 2
�A
�x 2 + H 1A = 0 ( 9)

式中: Q1和 Q 2是正比于群速度( �w / ��0 , �w / � 0 )
的分量; H 1 反映了非平行性的影响, 包括基本流

参数的导数、特征函数 ∀i 的导数以及波数 �0 ,  0
的导数。

对应于方程式( 4)的齐次问题, 用 ∀i 代替式

中 z 1i ,并对 x 1 求导,可得如下方程

�
�y [
�∀i
�x 1 ] - ∑

8

j= 1
aij
�∀j
�x 1 - ∑

8

j= 1

�a ij

�x 1
∀j = 0

�∀1
�x 1 =

�∀3
�x 1 =

�∀5
�x 1 =

�∀7
�x 1

= 0　　在 y = 0处

�∀1
�x 1 ,
�∀3
�x 1 ,
�∀5
�x 1 ,
�∀7
�x 1 → 0　　　　　在 y →∞处

( 10)

类似地,可以得到 �∀i / �z 1所满足的微分方程。对
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于上述特征函数导数的非齐次方程, 通过可解条

件,还可以导出波数(�0 ,  0)所满足的方程。
( 3) 扰动空间增长率　在流动稳定性研究

中,扰动空间增长率的确定极为重要,直接关系到

边界层的流态和转捩, 其增长方向有不同计算方

法,这里用射线方程

dz
dx

=
Q2

Q1
= 一实数 ( 11)

来定义扰动波振幅的增长方向[ 1] ,式中: Q 1= dx 1 /

d%, Q2= dz 1/ d%
非平行流扰动增长率比平行流的复杂得

多[ 2] ,这里用下式表达

&n = - Imag ( &0 + �&1 + �&2n) + o( �2 )
n = 1,⋯, 8　( 12)

式中: - Imag ( &0)是平行流的扰动空间增长率;
&1 , &2反映非平行性对扰动增长率的影响, 由下式
给出

�&1 = - i
1
A
dA
d%

�&2n = - i 1
∀
d∀n
d% , n = 1,⋯, 8

( 13)

利用式( 9) ,则扰动空间增长率式( 12)可进一步写

成

&n = - &0i - �&1i + �&2ni　n = 1,⋯, 8 ( 14)

式中: &1i= i( H 1) ; &2ni= [
1
∀n
d∀n
d%] r , 下标 i, r 分别为

虚部和实部。

若不考虑基本流的展向变化, 即只与 x 1 有

关,则有关方程得到简化。需要指出的是: 式( 14)

的第 2, 3项一起给出了对平行流扰动增长率的非

平行修正, 第 2 项不依赖于 y , 而第 3 项, 即由特

征函数畸变而引起的, 不仅与 x , y 相关, 而且也

是流动的物理量的函数,文中选用 x 向质量流扰

动 ∀9作这样的一个物理量

∀9( x 1 , y ) = u0
T 0
[ rM a

2
∞∀4 - ∀5

T 0
] +

∀1
T 0

( 15)

3　结果与讨论

通过算例,着重研究非平行性对边界层稳定

性影响。算例 1为平板绕流问题,Ma∞= 0. 8, T ∞

= 288. 15K, P∞= 1. 01×10
5
Pa。

图 1给了不可压缩平行流的扰动空间增长率

( &)随频率(无量纲量 f )的变化,并给出了非平行

性的影响,这个影响是很明显的,且随扰动频率不

同而变化,在某个频率下,这个差值可达最大值。

可压缩流稳定性计算结果显示在图 2中,与对应

的不可压缩流结果(图 1)相比可见,压缩性的作

用使得扰动增长率减弱, 尽管这时的非平行性对

增长率的影响仍然是显著的。

图 1　不可压缩流的空间增长率随频率的变化

Fig . 1　Variat ion of th e spat ial grow th rate w ith

f requen cy at incompress ible f low

图 2　可压缩流的空间增长率随频率的变化

Fig . 2　Variat ion of th e spat ial grow th rate w ith

f requen cy at compressible f low

图 3　边界层质量流特征函数随法向坐标的变化

Fig. 3　Variat ion with the n or mal coor dinate of th e

mass-f low amp litude in the boundary layers

由图 3可以看到边界层内特征函数随法向位

置的变化:在离壁面不远处存在一个峰值, 并在其

附近有急剧变化, 其后又随离壁面距离增加而迅速

衰减,在不远处后扰动趋于 0。在图中还显示了质

量流特征函数的峰值是随雷诺数 Re (特征长度为

边界层位移厚度)不同而异的,当雷诺数增加时,逐

渐向壁面靠近。包括特征函数畸变影响在内的不同

扰动空间增长率随雷诺数的变化曲线在图 4中,曲

线 1, 2, 3分别为平行流的、平行流加第 1项非平行

性修正以及再加第 2项非平行性修正的结果。由图
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图 4　空间增长率随雷诺数的变化

Fig. 4　Variation of the spatial grow th r ate

w ith Reynolds number

可见,有关非平行性的第 2项修正(特征函数畸变

影响)常常会减少第1项的过度修正量。

对于一个带超临界翼型的无限翼展机翼的算

例
[ 5]
(后掠角 35°, Ma∞ = 0. 891) ,由图 5给出了

空间增长率随波数( K )变化的二项非平行修正

情况, 所示结果同样证实了非平行性影响的第 2

项能改变第 1项的过度修正。最后, 在图 6中给出

了本文计算结果与考虑非平行影响的有关文献
[ 6]

的数据比较, 两者符合甚好。

图 5　空间增长率随波数的变化

Fig. 5　Variation of the spatial grow th r ate

w ith w ave num ber

图 6　空间增长率随频率的变化

Fig. 6　Var iat ion of the spat ial growth rate w ith f requency
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