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摘　要: 提出了一种通用的冲击分析模型,该模型采用连续介质理论描述,用拖带坐标定义摩擦冲击约束,用

虚功原理定义冲击控制方程 ,可以作为不可刺穿型冲击问题的有限元求解基础。在此模型基础上, 针对低速

冲击问题, 给出了采用自适应罚函数增广 Lagr ange 迭代处理接触力的有限元求解方法,既保证计算精度,又

有效抑制算法震荡, 并用算例进行了验证。
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Abstract: A general m odel for impact analy sis is presented. Based on the continuum theor y, the frict ional im-

pact constr aint is consider ed w ith co-moving coordinates, and the vir tual wo rk pr inciple is utilized to formu-

lat e t he governing equations. The theor y and alg or ithms can be used as the basis of impenetrable contact-im-

pact analy sis. A low-velocity impact ana ly sis has been accomplished by using FEM algor ithms developed in

this paper . An augmented Lag r ange iter ation with adaptiv e penalty is propo sed to ensure the accur acy and t o

depress the o scillation o f t he numerical alg or it hm . Some exam ples demonstr ate the efficiency o f the model

and the analysis methods.
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　　在航空工程领域, 存在许多人们关心的冲击

现象。由于其高度非线性及不连续性态,冲击问题

的求解具有独特的困难。根据不同的研究方向和

目的,已提出了多种冲击分析模型,如准静力模

型、Hertz模型、接触- 冲击模型。近来, Lausen

等人提出了静接触问题的连续介质力学模型
[ 1]
,

含接触约束的控制方程建立在连续介质力学基础

上,然后再推导成有限元格式。因此,与其他模型

相比,该模型更加通用, 而且适用于任意离散形

式。本文将在此基础上, 提出摩擦动接触- 冲击

问题连续介质力学模型。

复合材料冲击响应分析是损伤容限设计的基

础,对于这类低速冲击问题,常采用隐式有限元方

法。但具有二阶精度的梯形规则产生很大的振荡,

且随时间步及空间离散的细化变得更糟[ 2]。对此

人们提出了若干修正 Newmark 方法, 如基于线

弹性材料的波动修正 [ 3] , 将新接触强迫等效为持

续接触等
[ 4]
。也有人采取数值阻尼、高频耗散、以

及能量守恒法
[ 5]
。本文提出了自适应增广 La-

grange 迭代法, 自动选择调整罚数,使算法既能

保证计算精度,又能较快收敛;以接触面之间的速

度场描述接触条件,与以往的以两冲击物接触面

之间的位移场描述接触条件模型相比,不仅更符

合物理上不可刺穿条件, 而且可以减小冲击接触

算法的振荡。

1　动接触- 冲击问题描述及符号说明

考虑 2个空间三维弹性体的冲击情况。采用

拉格朗日描述, 两弹性体初始所占空间表示为

� ( 1)和 � ( 2) (如图 1所示)。假设两弹性体在时间 t

= 0时或没有接触, 或没有产生接触力。随后的构

形由 �( 1)和 �( 2)表示,在某个时间段内物理上接触
并产生接触力。对任一时间 t 的这种构形表示为

�( i)t , i= 1, 2。

包含所有可能接触的质点的物体边界用  ( 1)
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和  ( 2)
表示(图 1)。本文将边界  ( 1)

上的质点用 X

表示,边界  ( 2)上的质点用 Y 表示,其对应的空间

位置由 x= �( 1)t ( x )和 y= �( 2)t ( Y )给出。

图 1　摩擦接触问题符号示意

Fig. 1　Frict ional contact-impact pr ob lem s

2　正接触及摩擦接触约束

在定义接触约束之前, 约定  ( 1)为辅表面而

 ( 2)
为主表面。对于一个给定主表面变形, !( 2) =

�( 2)t (  ( 2)
) , 需要定义一个所有质点 X∈ ( 1)

都不

会刺穿的面。

为了利用连续介质理论描述接触条件, 首先

在主表面定义一个二维拖带坐标(∀1, ∀2) ,其中任
意一点 #在 t时刻拖带坐标基可选为其空间基向

量。

∃∀= b∀(#) , ∀= 1, 2 ( 2)

其中: b∀(#)是与 #点构形相关空间基向量。其对
应空间法向量为

n = ( ∃1× ∃2 ) /‖∃1× ∃2‖ ( 3)

　　引入间隙函数的概念。顾名思义,间隙函数就

是定义接触面上两个接触(或将要接触)的点之间

的位置关系函数。对于给定变形 �( 1)和 �( 2) ,对于
所有质点 X∈ ( 1) , 在任何时刻,总可以找到一个

点 Y
-

∈ ( 2) , 使式 min
Y∈ ( 2)

‖�( 1) ( X , t ) - �( 2) ( Y , t )‖成

立。则称 X 与 Y
-

为该时刻的一个接触(或将要接

触)点对。法向间隙函数 g定义为

g( X , t ) = [�( 1) ( X , t) - �( 2) ( Y
-

, t) ] n ( 4)

　　切线方向用间隙率描述

g
�
T, ∀= [ V

( 1)
( X , t ) - V

( 2)
( Y
-

( X , t ) , t) ] ∃∀ ( 5)
其中: V

( 1)
及 V

( 2)
为质点速度; ∃∀为逆变基流动坐

标。逆变基向量与协变基向量有如下关系式

∃∀= b∀%∃% ( 6)

其中: b∀%是协变基的度量张量。

接触力可以分解为正接触力和切向接触力两

部分,切向力也用逆变基表示

T
( 1) ( X , t ) = TN ( X , t) n + T T 1( X , t) ∃1 +

T T2 ( X , t ) ∃2 ( 7)

其中: TN ( X , t )表示 X 点的接触压力, 定义其压

力为正。同时定义g( X , t)刺穿方向为正。于是, 正

接触的 Kuhn-Tucker 条件为

g( X , t) ≤ 0; T N( X , t ) ≥ 0

T N ( X , t ) g( X , t) = 0;

T N ( X , t ) g
�
( X , t) = 0;

( 8)

　　式( 8)反映了不可刺穿条件、压接触力为正约

束、当仅当 g = 0时接触压力非零约束、及持续接

触条件。持续接触条件式( 8)要求,仅当间隙随时

间变化率为零时才有接触力存在。

利用 Coulomb 摩擦定律可给出摩擦接触约

束的描述。当处于静止摩擦状态时

g
�
T = 0 ( 9)

　　当处于滑动摩擦状态时

‖TT, b‖ - &T N = 0 ( 10a)

VT, b - ∋ TT , b
‖TT , b‖

= 0 ( 10b)

其中: &是 Coulomb 摩擦系数; ∋是一个正整数。
TT, b和 VT, b是逆变基下摩擦力和相对速度矢量

TT, b( X , t ) = T T∀( X , t) ∃∀

VT, b( X , t ) = b∀%g
�
T, %∃∀

( 11)

可以看出,式 ( 10a )定义了 Coulomb 摩擦力的大

小,式( 10b)定义了Coulomb摩擦力的方向。注意

到公式推导时, 接触力指  ( 1)
上任一质点 X 对

 ( 2)产生的接触力,速度 VT , b是质点 X 在  ( 2)上

滑动速度,则 VT, b与 TT, b同向, 定义了滑动时摩擦

力与相对速度的方向关系。

3　控制方程

根据问题的 Lagrange 描述,并考虑到接触面

两物体的接触力大小相等, 方向相反,可对两物体

构成的系统写出总体虚功原理

∫�
(0 �

2�t
�t 2�

* d� +∫�
P

( i)
t : g rad[ �* ] d� -

∫�
f t�* d� -∫ )

T
-

t�* d ) =

∫ ( 1)
T

( 1)
t �(�* ( 1) - �* ( 2) ) d ( 1) ( 12)

其中 g rad表示求梯度, 对于方程右端项, 即接触

力虚功项,可利用上节接触边界条件,采用罚函数

法或Lagrange 乘子法施加。常规接触约束的罚函

数法可表示为

TN = ∗N〈g〉

T
�
T∀= ∗T [ b∀%g

�
T, %]　未滑动时

‖TT ,b‖ = &TN　　滑动时

( 13)
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其中: ∗N 为正接触罚数; 〈g〉表示取 g 为正的部

分; ∗T 为切向罚数。式( 12)及约束条件式( 8) , 式
( 9) , 式( 10)定义了一个连续介质力学描述的通

用冲击分析模型。

4　线弹性冲击有限元公式

对于线弹性分析, 若两冲击体系统无其他外

力作用,则有限元方程为

MU
�+ KU + Fc = 0 ( 14)

其中:M 为系统质量矩阵; K 为刚度矩阵; U 为

位移向量; Fc为冲击力向量。对于接触面的任一

个元素表面(即  ( 1)上的一个分片) ,冲击力矩阵

为

f =∫T ( 1)
t {N ( 1) ( X ) , - N

( 2) ( Y )
-

} ds ( 15)

其中: N
( 1)和 N

( 2)是两接触点对应的元素表面形

函数。可用直接积分法 Newmar k求解方程( 14)。

注意到尽管为线弹性冲击, Fc 是位移的函数, 方

程仍是非线形方程。本文采用自适应增广 La-

grange 迭代法处理该非线形问题。

T N, ( k+ 1) = H ( g (k+ 1) ) < TN ( k) + ∗Ng
�
( k+ 1) >

T T, ( k+ 1) =

H ( g ( k+ 1) ) ( T T, ( k) + ∗Tg
�
T, ( k+ 1) )

　　　　　　未滑动时

&T N, ( k+ 1)　　滑动时

( 16)

　　这里 k 是每个时间步内的 Lag range迭代次,

函数H 为

H ( g ) =
0

1
　
g < 0

g ≥ 0
( 17)

　　当两次迭代接触力相对误差小于某一个容许

限时,迭代停止,转入下一个时间步计算。

可以看到, 式 ( 16) 用间隙速度 g
·

替代了式

( 13)中的间隙函数,体现了冲击接触特点, 也是与

静接触边界的不同之处。同时,它满足不可刺穿条

件及持续接触条件, 可减小冲击接触 Newmark

算法振荡。

为了调整罚数 ∗, 定义一个调整函数,使
∗( k+ 1) = f ( R) ∗( k) ( 18)

其中: k 是与 Lag range迭代相同的迭代次。调整

函数 f ( R )设计为 R 取整数后的幂函数,即

f ( R) = 10
INT( R)

( 19)

其中: INT ( R)表示对R 取整,自变量 R 定义为与

间隙率 g
·

及 g
·

T 相关的函数。对于法向罚数 ∗N , 其
对应自变量 RN 定义为

RN =
 g

�
( k+ 1)  
M AR

　　若  g
�
 > M AR ( 20a)

RN =
T MAX

 ( TN , ( k+ 1) - T N, ( k) ) / TN , ( k) )  

　　　　　　若
( TN , ( k+ 1) - TN ( k)

T N, ( k)
> MAR

( 20b)

其中: MAR是间隙率最大允许值, 若 g
·

 > MAR, 表

明计算精度不够, 需要增大罚数; TM AX是相邻迭

代次法向接触力振荡容许限, 式( 20b)表明在迭

代过程中,接触力振荡,有可能导致算法不稳定甚

至发散,需要减小罚数。

对于切向罚数 ∗T , 其对应自变量 R T 可类似

式( 20)定义。

5　算　例

用本文方法开发了接触- 冲击软件 IM -

PACT / CPS, 计算了两个弹性杆撞击问题。杆 A

以初速度 1撞击初始静止状态的杆 B ,其材料及

几何特性为: 材料密度 (= 0. 01, 杆截面积 S = 1,

杆长 l= 10,弹性模量 E= 100, 波松比+= 0。各量

的单位是协调的,故未写出。时间步长选为 0. 01。

这个例子可以根据波动理论得到精确解。图

2给出了本文计算出的冲击面接触力随时间变化

历程,并与精确解比较。从图中可以看到,接触力

与精确解吻合良好。在冲击离开时刻比精确解滞

后一个时间步, 可以通过减小冲击结束时刻的时

间步长加以解决。

为了检验本文方法解决带摩擦的滑动冲击问

题能力,计算了一个如图 3 所示的立方块斜冲击

板例子。立方块初速度为 V x = 5cm/ s, V z = -

5cm/ s, 板为两端简支, 初始处于静止状态。材料

及几何特性为: 弹性模量 E = 1N/ cm 2, 波松比+
= 0, 材料密度 (= 0. 01kg / cm

3
, 摩擦系数 & =

0. 3, 立方块边长 l = 1cm ,时间步长, t= 0. 002s。

初始冲击位置为立方块前沿( X 方向) 恰位于板

长的中线处。

图 4给出了立方块底面中心点处的位移分量

U x 和 U z 随时间变化曲线,并与文献[ 6]结果加以

比较,可以看出,本文结果与文献[ 6]基本一致, 由

于滑动摩擦, x 向的速度很快减小并在 t= 0. 026s

时停止滑动,整个冲击接触过程在 t= 0. 06s时结

束。
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图 2　撞击面接触力时间历程

Fig. 2　T he t ime his tor y of contact t ract ion

图 3　立方块与厚板斜冲击

Fig . 3　T he obl ique impact betw een a cu bic block and

a th ick plate

图 4　立方块底面中心点位移时间历程

Fig. 4　T he t ime his tor y of the displacement at the

center point of the block bot tom su rface
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