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摘　要: 提出了一种实用有效的弹塑性损伤应力- 应变本构方程与损伤演化方程。针对中高周疲劳问题,发

展了轴对称疲劳寿命预测的损伤力学- 附加载荷- 有限元法计算格式。通过引入塑性附加载荷,考虑了构件

应力集中区域塑性变形对构件疲劳寿命的影响。预估了 30CrMnSiN i2A 材料含沟槽轴对称试件的疲劳裂纹

形成寿命, 并分析了疲劳裂纹的扩展情况。疲劳寿命理论预测结果与实验结果吻合良好。
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Abstract: The practical and effectiv e expr essions o f str ess-strain constit ut ive relation and damage evo lut ion

for elast oplastic damage problems ar e pr oposed. Fo r the int ermediate and high cycle fatigue pr oblems, a dam-

age mechanics-additional load-finite element method is developed. By intr oducing t he plast ic additional loads,

the influence of plasticity in t he ar ea of str ess concentr ation on the fatigue life o f the specimen is consider ed.

The fatigue crack initiation lives f or not ched bar specimens of 30CrMnSiN i2A m aterial, as w ell as t he fatigue

crack propagation, are calculated. The theo retica l r esults by the present theo ry are in good agr eement w ith

the exper imental r esults. It shows that t he pr esent m et hod ha s impo rt ant and practica l v alues.
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　　螺栓、铆钉等航空结构连接件疲劳分析是飞

机设计、定寿、延寿的重要工作 [ 1]。本文利用损伤

力学方法,研究这类轴对称构件实用有效的疲劳

寿命预测方法。损伤力学的发展,为疲劳分析提

供了新的概念与方法[ 2]。然而,以往的各种损伤理

论,大多采用应变等效假设,已发现这一假设具有

理论局限性
[ 3, 4]
。文献[ 5, 6]从不可逆热力学基本

定律出发,研究了弹性各向同性与各向异性损伤

本构关系的一般形式。本文在此基础上,考虑局部

塑性区问题, 提出一种实用有效的弹塑性损伤应

力- 应变本构方程与损伤演化方程。然后, 结合文

献[ 2]中提出的损伤力学- 附加载荷法,建立轴对

称构件疲劳寿命预测的损伤力学- 附加载荷- 有

限元法计算格式。通过预估寿命与实验数据的比

较,说明了所发展方法的优越性。

1　弹性损伤本构关系

对于各向同性弹性损伤问题, 根据热力学第

二定律,损伤本构方程与损伤应变能释放率 Y 的

表达式为
[ 5]

�ij = 2�M�( D )  ij + !M!( D )  kk∀ij =

2�~( D )  ij + !
～

( D )  kk∀ij ( 1)

Y = -
1
2 !M

′
!( D ) (  kk) 2 - �M ′

�( D )  ij ij ( 2)

式中: �ij ,  ij分别为 Cauchy 应力张量与应变张

量; !, �为无损材料的 Lame 弹性常数; !~, u
~ 为

材料损伤后的有效 Lame 弹性常数; ∀ij为 Kro-

necker 张量; D 为各向同性标量损伤变量[ 7] ; 撇

号表示求导; M !( D ) , M�( D )为 2个损伤效应函

数,表征损伤对 2个弹性常数的影响。
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式( 1)、式( 2)的级数形式为

�ij = 2� ij [ 1 - ∑
N

n= 1
#( n) D n

] +

! kk∀ij 1 - ∑
N

n= 1
∃(n) D n ( 3)

Y =
1
2 !(  kk)

2

∑
N

n= 1
∃( n)nD n- 1

+

� ij ij∑
N

n= 1

#( n)nD n- 1 ( 4)

式中: ∃( n) , #( n)为无因次非负系数。
令 N = 1, ∃( 1) = #( 1) = 1,则式( 3)、式( 4)就分

别与由应变等效假设给出的经典损伤本构方程相

同,说明经典损伤本构方程是一阶近似形式 [ 5, 6]。

损伤发展具有很强的局部化效应与加速现

象。计算表明,单元的疲劳寿命主要集中在 D≤

0. 2的阶段, 而从 D = 0. 2～1. 0段的疲劳寿命非

常短。实际上, 0≤D≤D c, D c 为试件断裂时的损

伤值。根据实验结果
[ 7]
,对于多数材料, D c= 0. 2。

因此,在实用计算中 D 可以看作是小量但不是无

穷小量。取式( 3)、式( 4)的二阶近似形式, 可以给

出一种实用有效的损伤本构方程与损伤演化方

程。既能显著提高精度,又能有效控制计算规模。

取 N = 2, ∃( 1) = #( 1) , ∃( 2) = #( 2) , 且 ∃( 1) + ∃( 2) = 1

(当 D= 1时, 使有效模量为 0) ,则式( 3)、式( 4)成

为

�ij = [ 1 - ∃( 1) D - ∃( 2) D 2] [ 2� ij + ! kk∀ij ]
( 5)

Y = [∃( 1) + 2∃( 2)D ] (  eq) 2 �　　

3
2
� + 3� + 9

2
!  m

 eq

2

( 6)

式中:  m=  kk / 3;  eq= 2
3
eij eij , eij为应变偏量,  eq

为等效应变。

本文研究疲劳问题,文中所有场量取每一载

荷循环中的最大值。

2　损伤演化方程

材料的损伤演化与其损伤耗散功率密切相

关,可设损伤速率 D
·

正比于 Y 的 m 次方
[ 2]

D
�
= AY

m ( 7)

将式( 6)代入式( 7)中, 得到

D
�
=

%D
%N = A [ ∃( 1) + 2∃( 2)D ] m(  eq) 2m �

3
2
�+ 3� + 9

2
!  m

 eq

2 m

( 8)

式中: A , m 为表示材料损伤演化性质且与应力

比 R 有关的参数; N 为载荷循环次数。以往研究

中 [ 8]曾给出与式( 8)相类似的关系式。另外,式( 8)

中是将应变场与损伤场耦合。因此,它适用于弹性

损伤(高周疲劳)问题, 同时也适用于弹塑性损伤

(中周疲劳)问题。

3　弹塑性损伤本构关系

假设在第 1个载荷循环内, 应力集中区域的

材料产生屈服,而材料的损伤可以忽略。必须考虑

塑性变形对试件疲劳寿命的影响。通常这类构件

承受拉伸循环应力作用。材料无损伤时的弹塑性

应力- 应变关系曲线见图 1( a)。图中 A 点为线弹

性解, B 点为弹塑性解, 线段 BB
* 为卸载曲线,

A
*
A BB

*为平行四边形。

图 1　无损弹塑性本构关系示意图

( a) 应力- 应变曲线; ( b)参数 &的几何解释

Fig. 1　Elastoplast ic con st itut ive relat ion curve for

undamaged materials

( a) S t res s-st rain curve;

( b) Geomet ric interpr etat ion of the parameter &

　　采用 von M ises屈服准则,材料无损伤时, 全

量理论的弹塑性本构关系为

�ij = �( e)ij - �( p)ij ( 9)

�( e)ij = 2� ij + ! kk∀ij ( 10)

�( p)ij = 2�&(  ij -  kk∀ij / 3) ( 11)

& = 1 - �eq/ ( E eq) ( 12)

式中: E 为杨氏模量; &的几何解释见图 1( b)。

对于轴对称问题,采用有限元分析时, 式( 9)

的矩阵形式为

� = �( e ) - �( p ) = Ce - &Cp ( 13)

式中:

� = {�r　�z　∋r z　�(} T ( 14)

 = { r　 z　)r z　 (} T ( 15)

Ce =
E ( 1 - ∗)

( 1 + ∗) ( 1 - 2∗) �
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1 ∗/ ( 1 - ∗) 0 ∗/ ( 1 - ∗)

∗/ ( 1 - ∗) 1 0 ∗/ ( 1 - ∗)

0 0 ( 1 - 2)∗/ [ 2( 1 - ∗) ] 0

∗/ ( 1 - ) ∗( 1 - ∗) 0 1

( 16)

Cp = 2�

2/ 3 - 1/ 3 0 - 1/ 3

- 1/ 3 2/ 3 0 - 1/ 3

0 0 1/ 3 0

- 1/ 3 - 1/ 3 0 2/ 3

( 17)

　　从第 2个载荷循环开始,材料将逐步损伤, 式

( 10)、式( 11)中的 Lame 常数 !, �应为材料损伤
后的有效值 !~, �~ 所取代。则式( 13)应修正为

� = Ce - (∃( 1)D + ∃( 2)D 2) Ce -

&( 1 - ∃( 1)D - ∃( 2)D 2
) Cp ( 18)

式( 18)即为弹塑性损伤材料的本构方程。

4　损伤附加载荷与塑性附加载荷

对任一单元 i ,根据式( 18) ,由虚功原理导出

的单元刚度方程为
[ 9, 10]

[ K e] ( i) {% } ( i) = {F} ( i) + {F}
( D)
( i) + {F}

( pD)
( i)

( 19)

{F}
( D)
( i) = (∃( 1)D + ∃( 2)D 2

) [ Ke] ( i) {% } ( i) ( 20)
{F} ( P)( i) = &[ K p ] {% } (i) ( 21)

{F}
(p D)
(i) = ( 1 - ∃( 1)D - ∃( 2)D 2

) {F}
( p )
( i) ( 22)

式中: [ K e] ( i)为单元刚度矩阵; {% } ( i)为单元结点
位移矢量; {F} ( i) 为单元等效结点载荷矢量;

{F}
( D )
( i) 为损伤附加载荷, 随损伤的增大而增加;

{ F}
( p D)
( i) 为材料损伤后的塑性附加载荷; {F}

( p )
( i) 为

初始无损伤时的塑性附加载荷。式( 22)表明塑性

附加载荷随材料损伤度的增加逐步减小至 0。

构件整体有限元方程组为

Ke% = F + F
(D )
+ F

( pD )
( 23)

5　损伤力学- 附加载荷- 有限元法计算

格式

　　下面以 X
*表示当前危险单元, 以 X 表示其

余各单元。疲劳分析的损伤力学- 附加载荷- 有

限元法计算格式如下:

( 1) 假设材料初始无损伤, 即取 D 0 ( X * ) =

D 0 ( X ) = 0, 及 F
( D )
0 = 0, {F} ( pD )0 = {F} ( p) , 求解有

限元方程组( 23) , 解出 u
( 0)
i 与  ( 0)ij 。

( 2) :按式( 8)计算各单元的 D
·

,取其中最大者

作为当前危险单元 X
*。设定当前危险单元的损

伤度增长步长 %D 1 ( X
*
) ,由式( 8)计算出相应的

载荷循环次数 %N 1。再由式( 8) 算出经历了 %N 1

次载荷循环后其余各单元相应的损伤度增量 %D 1

( X )及当前各单元的损伤度。

( 3) 由式( 20)、式( 22)算出当前损伤场分布

下的损伤附加载荷 { F}
( D)
1 与塑性附加载荷

{F}
( p D)
1 。求解有限元方程组( 23) ,解出位移场 u

( 1)
i

与应变场  ( 1)ij 。

( 4) 重复步骤( 2) , ( 3)直至当前危险单元的

损伤度达到 1,该单元完全破裂, 随后其损伤度一

直保持为 1,不再变化。

( 5) 重复步骤( 2) , ( 3) , ( 4)直至整个构件失

效。可以算出疲劳裂纹的起裂位置,疲劳裂纹形成

寿命,以及疲劳裂纹的扩展。可以对构件的整个疲

劳过程进行动态数值模拟计算。

实例计算表明, 附加载荷法与每一损伤步中

都修改总刚矩阵的常规方法所得结果完全相同。

其优点在于,整个计算过程中,每一步计算修改的

只是有限元方程组的右端项,而总刚矩阵始终保

持不变。计算效率大为提高。

6　算　例

对 30CrM nSiNi2A 材料含沟槽轴对称试件

(应力集中系数分别为 K t= 3. 0, 5. 0)的疲劳过程

进行了计算。试件为轴向加载, 有关的材料参数、

试件尺寸及试件疲劳寿命的实验数据见文献

[ 11]。材料参数为: E = 210GPa, ∗= 0. 3, �s=
1274MPa, �b= 1568MPa,  b= 0. 08。取危险单元
的损伤步长 %D = 0. 01。K t= 5. 0试件疲劳裂纹扩

展的计算结果见图 2。

图 2　K t = 5. 0试件疲劳裂纹扩展计算结果

Fig. 2　T he fat igu e crack propagat ion of K t= 5. 0 specimen

计算到试件形成约 0. 5mm 长的疲劳裂纹,

取此时的载荷循环次数为疲劳裂纹形成寿命。利

用 K t= 3. 0试件、循环特征 R= 0. 1下的疲劳裂

纹形成寿命实验数据, 拟合出式( 8)中的材料损伤
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参数。注意到∃( 1) + ∃( 2)= 1,拟合结果为: A = 5. 95

×10- 8, m= 3. 10, ∃( 1) = 0. 8, ∃( 2)= 0. 2。拟合结果

与拟合误差见表 1与图 3。

表 1　Kt= 3. 0试件( R= 0. 1)疲劳裂纹形成

寿命拟合结果

Table 1　The fit results of fatigue crack initiation lives

for Kt= 3. 0 specimens (R= 0. 1)

序
号

最大名义应力

�max / MPa
N f , tes t N f , ca l 误差/ %

1 705. 6 28 900 27 909 - 3. 43

2 646. 8 45 700 48 596 + 6. 34

3 597. 8 87 400 80 440 - 7. 96

4 568. 4 118 000 111 123 - 5. 86

5 529. 2 275 000 176 731 - 35. 73

图 3　K t = 3. 0试件的疲劳裂纹形成寿命拟合曲线图

Fig. 3　The fit curve of fat igue crack init iat ion lives for

K t= 3. 0 specimens

　　利用拟合出的材料损伤参数,对 K t= 5. 0试

件、R= 0. 1 下的疲劳裂纹形成寿命进行理论预

估。预估结果及与实验结果的对比见表2与图 4,

预测结果与实验结果吻合良好。

表 2　Kt= 5. 0试件( R= 0. 1)疲劳裂纹形成

寿命预测结果

Table 2　The predicting results of fatigue crack initiation

lives for K t= 5. 0 specimens ( R= 0. 1)

序
号

最大名义应力

�max / MPa
N f , tes t N f , ca l 误差/ %

1 444. 92 65600 65326 - 0. 42

2 411. 60 105200 115886 + 10. 16

3 388. 08 160000 171761 + 7. 29

图 4　K t = 5. 0试件的疲劳裂纹形成寿命预测曲线图

Fig. 4　Th e pred ict ing curve of fat igue crack init iat ion lives

for K t = 5. 0 specimens

7　结　论

基于不可逆热力学基本定律导出的弹性损伤

本构关系的一般表达式, 能作为工程应用的重要

参考。本文在此基础上,结合损伤的局部化效应并

考虑了局部塑性区问题, 提出了一种实用有效的

弹塑性损伤本构方程与损伤演化方程。与有限元

法相结合,建立了轴对称构件疲劳分析的损伤力

学- 附加载荷- 有限元法计算格式。由于每一步

计算中,只是修改有限元方程组的右端项,整体刚

度矩阵保持不变, 计算效率大为提高。

本文方法即可以用于疲劳裂纹形成寿命的计

算,也可以用于疲劳裂纹扩展的分析。可对构件整

个疲劳过程中的力学行为进行数值模拟计算。计

算表明,本文方法具有较高的预测精度。
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