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用重要性抽样方法估计分组码同时纠错和检错时的性能
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摘　要: 研究用重要性抽样仿真方法估计线性分组码同时纠错和检错时的不可检错误概率。从理论上得到了

最佳偏置转移概率和仿真效率的表达式。对( 15, 7)BCH 码和( 23, 12)Golay码的仿真表明,重要性抽样是一种

非常有效的仿真方法。
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Abstr act: The undetected error probabilit y of linear block codes for both er ror detection and corr ection is es-

timat ed with import ance sampling. Formulas for optimum bias transit ion probabilit y and simulation efficiency

ar e obt ained theoretically. Simulation r esults for t he ( 15, 7) BCH code and the ( 23, 12) Golay code show that

the impor tance sampling is a very efficient method.

Key words: block code; undet ect ed- error probabilit y; impor tance sampling; computer simulation

　　重要性抽样( IS)方法是一种非常有效的仿真

方法
[ 1～3]

, 文献[ 1]用 IS 方法成功地估计通信系

统的误码率。文献[ 4]用 IS 方法估计Viterbi译码

器的误码率, 也获得了满意的结果。文献[ 5]用 IS

方法估计纯检错系统的性能,本文将该结果推广

到同时纠错和检错的情况, 从理论上得到了最佳

偏置转移概率和仿真效率的表达式。对( 15, 7)

BCH 码和( 23, 12)Golay 码的仿真结果表明, IS

方法的效率很高, 仿真值与理论值非常吻合。

1　仿真模型

设(n, k)线性分组码的最小距离为 d,译码器

对汉明重量小于等于 t 的错误图样进行纠正, 对

汉明重量大于 t 的错误图样进行检测, 这里 0≤t

≤[ (d- 1) / 2] , [x ]表示小于等于 x 的最大整数。

显然,纯检错是 t= 0 的特殊情况,纯纠错是 t=

[ (d - 1) / 2]的特殊情况。

系统仿真模型如图 1所示: C表示发送码字;

E 表示错误图样; X= C+ E 表示接收接收向量,

其分量等于 C和 E 对应分量的模 2和, 它们都是

n维线性空间 V
n中的向量。y= g (X)表示同时纠

图 1　同时纠检错系统仿真模型

F ig. 1　Simulat ion model of corr ection/ det ect ion sys-

t em

检错译码器的系统函数。令 w( X, C)表示接收向

量与码字之间的汉明距离。所有满足 w(X, C)≤t

的向量 X的集合 S (C) = {X∈V
n
ûw( X, C)≤t)称

为以 C为中心,半径为 t的汉明球。那么有如下 3

种情况:

( 1) 当 X∈S (C)时,译码器能够正确译码,用

Y= 0表示。

( 2) 当 X 不属于任何码字的汉明球时, 译码

器能够检测出错误,用 Y= 1表示。

( 3) 当 X 属于另一个码字的汉明球时, 出现

了一个不可检测的错误,用 Y= 2 表示。显然, 不

可检错误的概率

p ud = P {Y= 2} = P {g (X) = 2}

　　令 8 = {X∈Vnûg( X) = 2}表示全部不可检错

误图样的集合,设 X 的概率分布函数为 f X(x) ,那

么

p ud = ∑
X∈8

f X(x) ( 1)
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引入开关函数

H [g (x) ] =
0, x | 8

1, x∈ 8
( 2)

那么

p ud = ∑
x∈Vn

H [g(x) ] f X(x) ( 3)

上式表明p ud可以看成 H [g(X) ]的数学期望。下

面用MC方法估计 p ud, 由式( 3)得

p
d
ud =

1
NMC∑

N
MC

i= 1
H [g (xi ) ] ( 4)

其中: pdud是对p ud的估计值; xi 是随机向量 x的样

本; NMC是样本总数。MC方法产生的方差为
[ 2 ]

R2MC =
1

NMC∑
N
MC

i= 1
H [g(xi ) ] ( 1 - p ud) f X(x i) ( 5)

通常p udn 1,因此

R
2
MC =

1
NMC∑

N
MC

i= 1
H [g(x i) ] f X(x i) ( 6)

　　为了应用重要性抽样方法,引入 X 的一个新

的概率分布函数 f
*
X (x) , 称为偏置概率分布。把

pud重写为

pud = ∑
x∈Vn

H [g(x) ]wX(x) f
*
X (x) ( 7)

其中:

wX(x) = f X(x) / f *X (x) ( 8)

称 X为关于样本 x的权函数。用 IS 方法对 pud重

新进行估计

p ud = 1
N IS∑

N
IS

i= 1
H [g(x i) ]wX(x i) ( 9)

式中: x i 是用偏置概率分布 f
*
X (x)产生的样本;

N IS是用 IS 方法仿真的样本总数。IS 方法的方差

为[ 2]

R2MC =
1
N IS∑

N
IS

i= 1
H [g (xi ) ] õ

(wX(xi ) - p ud] f X(x) ( 10)

通常w X(x)m p ud, 所以

R2MC =
1
N I S
∑
N
IS

i= 1
H [g (xi ) ]wX(xi ) f X(x i) ( 11)

比较式( 6)和式( 11)可以看出, 在样本总数一定

时,只要保证当 x∈8 时, wX (x) < 1就有 R
2
MC>

R
2
IS。为了便于比较,定义

r = [NMC/N IS]ûR2
MC
= R2

IS
=

∑
x∈Vn

H [g (x) ] f X(x)

∑
x∈Vn

H [g(x) ]w X(x) f X(x)
( 12)

r 称为 IS 方法的效率, 它表示在相同的精度下, IS

方法比MC方法节约样本的倍数。

重要性抽样方法的本质是用偏置概率分布代

替原来的概率分布,使错误译码的数量大量增加,

而权函数的作用就是把增加的部分抵消掉。如何

选择偏置概率分布是重要性抽样方法成功的关

键。

2　最佳偏置概率分布问题

设(n, k, d)线性分组码 C的重量分布为 Ai,

0≤i≤n, 这里Ai 表示重量为 i的向量的数目。令

N t( i , j )表示重量为 j 的码字的数目, 它们与重量

为 i 码字的距离小于等于 t ,显然 i - t≤j≤i+ t。

考虑转移概率为 p 的二元对称信道(BSC)。那么,

某个特定的重量为 j 的错误图样 X 出现的概率

为

f X(x) = p j ( 1 - p ) n- j ( 13)

因此,不可检错误的概率为

pu d = ∑
n

i= d
Ai∑

i+ t

j = i- t
N t ( i, j )p j ( 1 - p ) n- j ( 14)

通常 pn 1,因此,上式简化为

p ud = ∑
n

i= d
AiN t( i , i - t)p i- t( 1 - p) n - (i- t) ≈

AdN t(d, d - t )p
d- t
( 1 - p)

n- ( d - t)
( 15)

式中:AdN t(d, d - t)表示那些重量为d- t错误图

样的数目, 它们与全部重量为 d (最小重量)的码

字的距离小于等于 t。

在 IS方法中,选取如下的偏置概率分布

f *X (x) = p j
IS( 1 - p IS) n- j ( 16)

这里 p IS称为偏置转移概率, j 是 x中"1"的数目,

p < p IS。这时

wX(x) =
p
p IS

j 1 - p
1 - p IS

n- j

( 17)

注意到式( 12)的分子就是不可检错误概率, 而式

( 12)的分母

∑
X∈Vn

H [g(x) ]wX(x) f X(x) = ∑
x = 8

wX(x) f X(x) =

pud
p
p IS

j 1 - p
1 - p IS

n- j

( 18)

把式( 15)、式( 18)代入式( 12)得

r =
p IS
p

d- t
1 - p IS
1 - p

n- ( d - t)

( 19)

在 p 给定时, r 是p IS的函数,并且当

p IS = (d - t) / n ( 20)

时达到极大值。上式表明, p IS只与选用的码型有

关,而与信道转移概率 p 无关。把 p IS代入式( 19)

得
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r max = d - t
np

( d- t)
n - (d - t)
n( 1 - p )

n- ( d- t)

( 21)

3　( 15, 7) BCH 码和( 23, 12) Golay码的计算机

仿真

　　IS方法的仿真结果如图 2和图 3所示。图 2

给出了( 15, 7) BCH 码不可检错误概率的仿真结

果。当 t= 0时,最佳偏置概率 p IS= 0. 2, 样本总数

N IS= 2000; 当 t= 1时, p IS= 0. 2667, N IS= 2000;

。当 t= 2时, p IS= 0. 3333, N IS= 30000。图 3给出

了( 23, 12) Golay 码不可检错误概率的仿真曲线。

当 t= 3时, p IS= 0. 1796, N IS= 2000; 当 t= 2时,

p IS = 0. 2174, N IS = 3000; 当 t = 1 时, p IS = 0.

2609, N IS= 4000; 当 t= 0时, p IS= 0. 3043, N I S=

30000。图 2和图 3给出的仿真结果与理论计算非

常吻合。

图 3　( 23, 12)Golay 码仿真结果

F ig. 3　The undetected error probabilit y of the

( 23, 12) Golay code

图 2　( 15, 7)BCH 码仿真结果

Fig. 2　T he undet ect ed er ror probability of

the ( 15, 7) BCH code

4　结　论

用重要性抽样方法估计线性码在同时纠错和

检错时的不可检错误概率, 从理论上得到了最佳

偏置概率分布和仿真效率的分析表达式。对( 15,

7) BCH 码和 ( 23, 12) Golay 码的计算机仿真表

明,仿真结果和实际情况非常吻合。本文的研究结

果对重要性抽样方法在差错控制系统仿真中的应

有重要意义。
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