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一种窄带平稳随机过程功率谱的简化拟合方法
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摘　要: 基于平稳随机过程的基本原理,建立了拟合窄带平稳随机过程的功率谱所需的成形滤波器的简化模

型, 推导了窄带平稳随机功率谱的峰值、峰值频率、带宽与成形滤波器相应参数之间的关系,给出了拟合窄带

平稳随机过程功率谱的简化方法。应用此方法对美国海军 CVA59 航空母舰海上运动的垂荡、纵摇和横荡运

动分量的 3 个具体的功率谱实例进行了拟合, 通过对将实测值与拟合结果进行比较, 表明:这种方法能够很好

地拟合典型的对称窄带平稳随机过程, 对于对称性不好和带宽较大的的功率谱, 拟合的误差相对大一些。
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Abstract: A simplified model o f the shape m odel is established fo r fitt ing the pow er spectrum o f a nar r ow -

band stochastic pr ocess on the basis of pr inciples of the st ochastic pro cess. And the r elat ionship of t he peak

value, peak frequency , bandw idth of a nar row -band sto chastic pr ocess w it h the co rr esponding paramet er s of

the shape filter is deduced. Thus a simplified met hod t o fit the power spectrum of the narr ow -and stochastic

pro cess is established. T he method is applied to fit the pow er spectrum of the heave , pitch and sway mot ion

of the CVA59 air craft car rier at sea. T he compar ison betw een fitted r esults and measur ed data show s that the

combination method w o rks very w ell, w hile the fitt ing err or is larg er fo r the spect rum whose symmetr y is no t

so g ood and bandwidt h is lar ger .
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　　窄带平稳随机过程是随机现象中的一种, 其

功率谱表现为在某一频率附近呈现一定的尖峰,

而其他频率范围内为零,同时带宽也很小。窄带平

稳随机过程在控制系统、信号处理和通信等领域

内是一个比较重要的研究内容。

工程中存在不少符合窄带随机过程特性的现

象,处理这类现象时一般都是将其时间序列离散

化,然后应用离散傅立叶变换求得频谱,很难得到

频谱的解析形式。设法得到频谱的解析形式,具有

十分重要的意义,例如模拟一个确定频谱的窄带

平稳随机信号的时间序列, 或者对其进行细致的

频域分析等。

1　平稳随机过程相关理论

对于一个如图 1的线性定常系统　 如果输

入 x ( t )是一个平稳随机过程,则输出 y ( t)也是一

个平稳随机过程
[ 1]
。二者的均值(即数学期望)满

图 1　单入单出( SISO)线性系统

Fig . 1　Diagr am fo r the Sing le-Input /

Sing le-Output ( SISO) linear system

足如下关系

E [ y ( t ) ] = E[ x ( t) ]∫
∞

0
h(�) d� ( 1)

式中: h(�) (�≥0)为 G( s)的脉冲响应函数。同时

二者的功率谱密度有如下的对应关系

S y( �) = �G( i�) � 2
Sx ( �) ( 2)

式中: G( i�)为传递函数 G( s)的频率响应。

工程中模拟平稳随机过程, 如紊流、舰船的随

机运动,都要使用功率谱。可将一个白色噪声信号

x ( t)通过一个线性传递函数 G ( s) ,可得到一个有

色噪声信号 y ( t) , 如图 1。根据式( 2) ,因白色噪声

的功率谱为常数, 令它为 1,则

Sy ( �) = �G( i�) � 2 = G
* ( i�) G ( i�) ( 3)

式中: G
* ( i�)为 G( i�)的复共轭。G ( s)被称为成形
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滤波器。因此只要把给定过程的频谱按照式( 3)分

解,就可以得到成形滤波器的传递函数,从而模拟

随机过程[ 2]。

2　窄带平稳随机过程的简化模型分析

假定一个窄带平稳随机过程的简化成形滤波

器如下

G s ( s) = as
( s

2
+ 2 �0s + �2

0)
( 4)

根据式( 3) ,输出信号的功率谱密度为

Sx ( �) = �G s( i�) G*
s ( i�) � =

a
2�2

( �2
0 - �2

)
2

+ ( 2 �0�)
2 ( 5)

即

S x ( �) =
a

2

( �2
0/ � - �) 2 + ( 2 �0 ) 2 ( 6)

因此,功率谱密度的峰值频率为

� = �0 ( 7)

并且,峰值功率为

( S x ) max = ( a/ ( 2 �0) ) 2 ( 8)

　　对于窄带过程,带宽 W 的定义是功率为峰值

功率 1/ 2的 2个频率之差, 即所谓半功率带宽。设

�= �h时功率为峰值功率的 1/ 2,则针对式( 6) , 有

a
2 �0

2

= 2
( a�h )

2

( �2
0 - �2

h) 2 + ( 2 �0�h ) 2 ( 9)

将式( 6)展开后解方程,并取 �> 0, 可求得

�h1 = �0 1 + 2 2 - 2 1 +  2

�h2 = �0 1 + 2 2 + 2 1 +  2

( 10)

对于窄带过程,  →0,取如下近似

 2 → 0, 1 +  2→ 1 ( 11)

则带宽为

W = �h2 - �h1 = �0( 1 + 2 - 1 - 2 )
( 12)

这与窄带过程带宽的经验公式一致
[ 3]
。

仔细考查式( 10) , 可以发现

1 + 2 2
+ 2 1 +  2

= ( + 1 +  2
)

2

1 + 2 2 - 2 1 +  2 = ( - 1 +  2 ) 2

( 13)

又因为窄带过程的  →0,因此有

�h 1 = �0( 1 +  2 -  )

�h 2 = �0( 1 +  2 +  )
( 14)

所以,带宽为

W = �h2 - �h1 = 2 �0 ( 15)

可以证明  →0时, 式( 15)为式( 12)的极限

lim
 →0

( 1 + 2 - 1 - 2 ) = 2 ( 16)

因此,当  →0时,式( 15)和式( 12)是一致的。

将式( 15)代回式( 4) ,可得

G s( s) =
as

( s2 + W s + �2
0 )

( 17)

根据式( 8) , 又可得

a = W ( S x ) max ( 18)

3　算　例

航空母舰在海上的运动可以用平稳随机过程

来描述。文献[ 3]中指出:通过对大量的实测频谱

进行分析,认为航空母舰的海上运动是典型的窄

带平稳随机过程。

以下针对美国海军 CV A59( FORRESTAL

级)航空母舰海上运动的 DT MB ( David Taylor

M odel Basin)模型
[ 4]
的实测功率谱进行拟合。文

献[ 4]中给出的频谱模型是在如下情况下测得的:

4 级海况, 风速 9. 77m/ s, 航空母舰的航速为

12. 86m / s, 海浪的相对方位为 120°。该模型包括

航空母舰的 6个运动自由度的频谱, 本文选取了

其中的垂荡、纵摇和横荡运动的频谱进行研究。

( 1) 垂荡运动频谱　实测的垂荡功率谱如图

2中的虚线所示。

首先确定峰值频率�0。从图 2中可以看出 �0

≈0. 725rad/ s。然后确定参数  :从图 2可估算出

带宽W≈0. 13,代入式( 15)可求得  = 0. 09。最后

可根据频谱的峰值求得参数 a:根据图 2 估计峰

值为 0. 6,把带宽 W 和峰值功率( S x ) max的值代入

式( 18) ,可求得 a= 0. 10。

图 2　垂荡频谱的拟合值与实测值比较

F ig . 2　Comparison of heave PSD simulated

dat a with measur ed

于是求得图 2中虚线所对应频谱的拟合传递

函数为

G z ( s) = 0. 03s/ ( s2 + 0. 13s + 0. 53) ( 19)
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将根据式( 19)得到的频谱的拟合值实测值进行对

比,如图 2。

按照文献[ 4]中频谱与均方根关系的定义, 求

得式( 19)形成的功率谱对应的均方根理论值为

!z = 0. 112m ( 20)

与实测值的误差为

( 0. 112 - 0. 098) / 0. 098× 100% = 13. 9%

( 21)

　　( 2) 纵摇和横荡运动频谱　纵摇运动的实测

功率谱如图 3中的虚线所示。采用同( 1)节中相同

的方法, 可得: 峰值频率 �0≈0. 78rad/ s;带宽 W

≈0. 24,  = 0. 154, 拟合传递函数为

G∀( s) = 0. 045s/ ( s2 + 0. 24s + 0. 62) ( 22)

频谱的拟合值实测值的对比如图 3。

图 3　纵摇频谱的拟合值与实测值比较

Fig . 3　Compar ison of pit ch PSD simula ted

data w ith measured

图 4　横荡频谱的拟合值与实测值比较

F ig . 4　Compar ison o f sway PSD simulated da ta

w it h m easur ed

相应的均方根及与理论值的误差分别为

!∀= 0. 115° ( 23)

( 0. 115 - 0. 102) / 0. 102× 100% = 12. 7%

( 24)

　　横荡运动的实测功率谱如图 4中的虚线所

示。采用( 1)节相同的方法,可得:峰值频率 �0≈

0. 675rad/ s; 带宽 W≈0. 2,  = 0. 143,拟合传递函

数为

GY ( s) = 0. 006s/ ( s
2

+ 0. 2s + 0. 45) ( 25)

频谱的拟合值实测值的对比如图 4。

相应的均方根及与理论值的误差分别为

!Y = 0. 017m ( 26)

( 0. 017 - 0. 015) / 0. 015× 100% = 15. 5%

( 27)

4　结　论

经图 2～图 4中拟合功率谱与实测功率谱的

比较,表明: 二者的数量级一致, 形式非常接近, 通

过选取合适的参数,得到的均方根也是合理的。由

于本文中的方法使用起来非常直观, 涉及的计算

过程很简单,计算量很小,因此是拟合窄带平稳随

机过程频谱的一种非常实用、有效的工程化方法。

应用本方法时需要注意: � 在拟合窄带平稳随机
过程的功率谱时, 频谱的对称性越好,拟合结果越

好,如图 2,对称性稍差的频谱,如图 4,拟合的结

果稍差一些; � 要拟合的窄带平稳随机过程的带
宽不能太大,否则拟合频谱的误差会大一些;  峰

值频率附近拟合效果最好, 在距离峰值频率较远、

频谱趋于零的频段误差较大。
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