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摘　要: 提出了一种 tr immed 曲面的半自适应离散算法。该算法通过对曲面的参数域进行预剖分, 以及引进

参数曲面上一点处的“最大法曲率”的概念, 采用分区域处理的方法分片对 tr immed 曲面的有效参数域进行三

角形网格剖分。该方法计算速度快,能根据曲面的法曲率变化来控制 tr imm ed 曲面三角化剖分的密度,并可有

效地避免在三维空间产生奇异三角形与“裂缝”。
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Abstract: A semi-adaptive tessellation alg or ithm o f tr immed sur face is pr esented. By pre-dividing the par a-

metr ic r egion of the surface, and intr oducing the concept "max imum no rmal cur vatur e" at a point on the par a-

metr ic sur face, the method adopts "div ide and conquer " approach triangula ting the valid paramet ric r egion of

the t rimmed sur face piecew ise. Computing in high efficiency, the method can contr ol triangula tion densit y

w ith r espect to t he change of normal cur vat ur e of the sur face, and can avo id pr oducing singula r tr iangles and

"cr acks" in 3-D space.
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　　衡量裁剪曲面三角化算法优劣的 3个基本技

术指标是:整个三角化处理过程的运行速度;产生

的三角形平面片的质量; 产生的三角形平面片的

数量。但近年发表的关于裁剪曲面三角化的文

章
[ 1～ 4]
一般只重视前 2个指标。作者认为不能只

考虑三角化过程本身的运行速度, 还应考虑以三

角化结果为输入数据的应用程序的运行速度。三

角化只是手段和工具。如果一个曲面三角化算法

只追求自身运行速度快,则会产生过量的三角片,

这种“副作用”必然会严重影响后续应用程序的运

行速度。

产生过量三角片的原因有 2个方面:

( 1)把曲面的最大曲率作为整张曲面的曲率,

使得在比较平坦的区域产生的三角片数量严重过

量; ( 2)在二维参数空间进行三角化时,计算三角

形最大边长的误差估计公式都是通过不等式的不

断放大得到的。为了最后能得到一个用已知参数

表达的结果,不等式的放大方法十分保守,最后得

到的结果已严重偏离实际值。

本文提出的“半自适应”三角化算法既有自适

应方法的只产生少量三角片的优点, 又有非自适

应方法那样的处理速度。该算法可用于 t rimmed

曲面的真实感图形实时显示、曲面求交、数控加工

刀具轨迹生成及干涉检查等方面。

设曲面 S = S ( u, v ) ( u, v∈[ 0, 1] ) ,则算法

的基本步骤为:

( 1)计算曲面的 u向长度 lu 与 v 向长度 l v;

( 2)由 lu , lv 及设定基数 Gmin ,确定曲面参数

域的 u, v 方向预剖分网格数 N u, N v;

( 3)求出曲面在每个预剖分网格内的最大法

曲率 K ,由 K 确定此网格的均匀细分密度参数

D g;

( 4)把每个预剖分网格划分为 1个矩形内核

和 4个梯形区域,并对每个梯形区域作特别的三

角形网格剖分, 以避免相邻预剖分网格在交界处

产生“裂缝”;
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( 5)对预剖分网格内每个单元矩形网格及单

元三角形网格, 按文献[ 5]介绍的方法进行处理。

最后将得到的裁剪曲面参数域上三角剖分结果,

按曲面定义映射到三维空间。

1　计算曲面的 u , v 向长度 lu, lv

在对参数曲面进行三角化时, 一般都假定参

数域上形状良好的三角形映射到三维空间后仍能

保持良好的形状。实际上有的产品的外形是一张

长条形曲面, 其参数域上形状良好的三角形映射

到三维空间后一般不再具有良好的形状,甚至变

成十分狭长的奇异三角形。为了保证三维空间的

三角片质量, 需要考虑参数曲面沿 u, v 两个方向

的长度比。

定义 1　设参数曲面 S ( u, v )定义于规范区

域[ 0, 1]×[ 0, 1]上, v i= i /m, u j= j /m ( i , j = 0,

1, 2,⋯, m)。取 m+ 1条 u向等参数线S ( u, v i)长

度的平均值作为曲面的 u 向长度 lu。类似地可定

义曲面的 v 向长度 l v。即

l u =
∑
m

i= 0
∫

1

0
‖Su( u, v i )‖du

m + 1
( 1)

l v =
∑
m

j = 0
∫

1

0
‖Sv( uj , v )‖dv

m + 1
( 2)

　　若计算弧长的定积分难以直接求出,可以用

逼近弧长的 N 个折线段的长度之和,近似作为等

参数线的长度。

lu ≈
∑
m

i= 0
∑
N

k= 1

‖Sv ( uk , v i) - Su( uk- 1, v i)‖

m + 1
( 3)

l v ≈
∑
m

j = 0
∑
N

k= 1
‖Sv( u j , v k) - Su( u j , v k- 1 )‖

m + 1
( 4)

2　确定曲面参数域的 u , v 方向预剖分网

格数

　　设定预剖分网格数的基数 Gmin ,求出比例因

子

e =
max ( lu , lv )
min( lu , lv )

( 5)

取另一基数 Gmax= int ( e×Gmin )。这里函数 int 表

示不小于自变量的最小整数。

现在可以确定曲面参数域的 u, v 方向预剖分

网格数 N u , N v:

若 l u≥l v, u 向预剖分网格数 N u= Gmax, v 向

预剖分网格数N v= Gmin ;否则,取N v= Gmax , N u=

Gmin。

求出u, v 方向预剖分网格数 N u , N v 之后, 将

规范参数域初步均分成 N u×N v 个预剖分矩形网

格。

3　确定预剖分网格内的最大法曲率K

定义 2　参数曲面上一点处两个主曲率的绝

对值最大者,称为该点的最大法曲率,记为 K max。

根据微分几何理论[ 6] , 用 E , F, G; L ,M , N

分别表示第 1类与第 2类基本量,并记 A = EG-

F
2 , B= - ( EN - 2FM + GL ) , C= LN - M

2 ,则由

最大法曲率的定义,从主曲率方程可以推出

K max = B + B
2
- 4A C

2A
( 6)

要求出预剖分网格内的最大的最大法曲率 K 的

精确值是极其困难的。可以在预剖分网格内分布

若干个点,求出其中最大的一个最大法曲率,然后

乘上一个大于1的系数作为 K 的近似值。一个简

单而有效的方法是, 在预剖分网格[ a, b]×[ c, d ]

内均匀分布 n×n个采样点 p t ( ui , v j ) , ( i , j = 1, 2,

⋯, n) ,

u i = a +
i

( n + 1)
( b - a) , ( 7)

v j = c +
j

( n + 1)
( d - c ) ( 8)

设点 p t( u i, v j )的最大法曲率为 K max ( i , j ) ,取

K = coef ( n) max
1≤ i, j≤n
K max ( i , j ) ( 9)

其中: coef ( n) = C + 1/ n, ( C> 1为常数)

定义3　称 R= 1/ K 为预剖分网格的最小曲

率半径。

按定义 1的方法计算曲面在预剖分网格[ a,

b]×[ c , d]内的两个方向的最大边长,取其中最大

者作为该预剖分网格的最大边长,记为L。

定义 4　设曲面上曲线的逼近精度为 ,预剖

分网格的最小曲率半径为 R。如图 1( a)所示,当

≤R 时, = arcco s[ ( R- ) / R ] , 弦 p 1p 2对应的劣

弧称为单元弧长, 记作  L ,  L = 2R 。当 R< ≤
2R 时, = arccos[ ( - R ) / R ] , 弦 p 1p 2 对应的优

弧为单元弧长,  L = 2R (!- )。当 > 2R 时, 规

定  L = 2R!。
下面来确定预剖分网格的细分密度。

单元弧长 L 就是三角形的最大边长。因此,
预剖分网格的子网格边长取为

L g = ( 2 / 2)  L ( 10)
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图 1　单元弧长

F ig . 1　Unit ar c leng th

就能保证子网格沿其对角线分割成的两个三角形

的最大边长为  L ,于是预剖分网格的细分密度可
取为

D g = int
L
L g

( 11)

　　即将预剖分网格均匀分成 D g×D g 个单元网

格。

现在来分析一下参数曲面三角剖分的容差 T

与上述曲线的逼近精度 之间存在什么关系。

如图2( a) ,△A BC 小平面逼近三曲边曲面片

A BC,曲面片上的 p 点到△A BC 平面片的距离为

d。设平面!是曲面在A 点的切平面, 且C 点偏离
平面 !的距离较 B 点更远, D 点是 C点在平面 !
上的垂直投影点。不难看出, d≤CD。在图 2( b)

中, ∀1与 ∀2互为余角。

图 2　曲面上点到三角片的最大距离

Fig. 2　Max imum distance betw een a po int on

surface and triang le plane

CD = A Csin(∀1) ( 12)

A C = 2 R
2
- ( R - )

2
, ( 13)

sin(∀1 ) = cos(∀2) = A C/ ( 2R ) ( 14)

CD = A C
2
/ ( 2R) = 4( R

2
- ( R -

) 2) / ( 2R) = 4 - 2 2/ R < 4 ( 15)

　　所以,若取 = T / 4,三角形△ABC 平面片对

三曲边曲面片 A BC的逼近容差不超过 。

4　相邻预剖分网格的相容性

如果直接按细分密度 D g 将预剖分网格细分

为 D g×D g 个均匀单元网格, 那么相邻预剖分网

格会因为细分密度不同在公共边界处不相容, 如

图 3( a)所示。解决这个问题的 1个方法是:将预

剖分网格划分成 5个区域,如图 3( b)所示, 中间

( D g- 2)×( D g- 2)个单元网格组成的区域称为

内核区,内核区的上、下、左、右边界分别与预剖分

网格的上、下、左、右边界构成了上、下、左、右 4个

梯形区域。为了保证划分的成立,规定 D g≥2。当

D g= 2时, 内核区退化成一点。接下来的问题是如

何细分这4个梯形区域。设预剖分网格 G i, j ( i= 1,

2, ⋯, N u; j = 1, 2,⋯, N v)的细分密度为 D gi, j , 其

上梯形区与其上侧相邻的预剖分网格 G i+ 1, j的下

梯形区相邻,具有公共边界。将公共边界均匀分割

成 max( D gi, j , D gi+ 1, j )个子线段,即在公共边界内

均匀插入 max ( D gi, j , D g i+ 1, j ) - 1个点, 然后用公

共边界上的点与预剖分网格 G i, j的内核区上边界

上的点,采用适当的方法构造三角形单元网格。其

它梯形区域的处理方法完全类似。

图 3　预剖分网格的划分

Fig . 3　Div ision of pre-dividing mesh

下面只介绍上梯形区的三角形分割方法。如

图 4所示, 设梯形区的上底上的点为 T op = { B

图 4　上梯形区的三角形分割方法

F ig . 4　T r iangulation of upper tr apezo id

[ i ] } ( i= 1, 2,⋯, n) , 下底上的点为 Bot tom= {A

[ j ] } ( j = 1, 2,⋯, m) , P 点的 u, v 坐标记为 P . u,

P . v , 显然 n- m≥2。具体算法用伪C 代码描述如

下:

　jx qy sjh( A, B, m, n)

　double A[ ] , B[ ] ;

　int m , n;

　　{

　　 int i, j, k, s, e;

　　s = 1;

　　fo r( j = 1; j < = m ; j+ + )

　　 {

　　if( j = = m)

　　 {
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　　　for ( i = s; i < n; i+ + )

　　　　构造(△A[ j] B[ i] B[ i+ 1] ;

　　　break;

　　 }

　　fo r( i = s+ 1; i < = n; i+ + )

　　 {

　　　if ( B[ i] . u > A[ j+ 1] . u)

　　　 { e = i - 1; 　break; }

　　 }

　　fo r( k = s; k < e; k+ + )

　　　　构造△A [ j] B[ k] B[ k+ 1] ;

　　构造△A [ j] B[ e] A [ j+ 1] ;

　　　　 s = e;

　　　 }

　}

5　预剖分网格的三角化处理

如果一个预剖分网格在裁剪曲面的有效参数

域之外,则弃之。如果预剖分网格在有效参数域之

内,则吸收其所有单元矩形网格及单元三角形网

格,并将单元矩形网格沿对角线划分为两个三角

形网格。如果预剖分网格的外边界与有效参数域

的边界相交, 或包含后者的某个外环或内环,则需

判断每个单元矩形网格及单元三角形网格相对有

效参数域的位置关系, 然后按文献[ 5]的方法处理

即可。

6　从二维参数域到三维空间的映射

预剖分网格处理完之后,可以依曲面的定义,

将每个三角形网格映射到三维空间。因映射过程

不改变原拓扑关系,故预剖分网格内的每个点只

需计算一次, 只是预剖分网格边界上的点存在重

复计算。

7　结论与实例

本文介绍的 t rimmed 曲面三角化离散算法

已用 C 语言编程, 在南京航空航天大学开发的

“超人”CAD/ CAM 集成系统中实现。图 5是用本

文方法对一张 t rimmed 曲面进行半自适应三角

化离散的结果。

图 5　tr immed 曲面的三角化离散

F ig . 5　T essellation o f tr immed sur face
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